Classification des SO(3) variétés symplectique se dimension 4 page 1

CLASSIFICATION DES SO(3)-VARIETES SYMPLECTIQUES DE DIMENSION 4

P. IGLESIAS*

Institut Steklov, Moscou URSS

Septembre 1984
CPT-84/PE.1673

* Adresse permanente: Centre de Physique Thé@rique
CNRS Luminy case 907
F-13288 Marseille cedex 9 France
§ Laboratoire propre du CNRS.



Page 2

80 INTRODUCTION

C'est Joseph Louis Lagrange qui dans ses travaux sur la structure des équations de la mécanique,
"invente" lagéométrie symplectiqué'espace qu'il munit d'une structure symplectique est I'ensemble des
solutions de€quations du mouvemedtun systeme dynamique (qui sera appelé plus tard espace des
mouvements [11]), la structure symplectique apparait a I'époque sous la forme de crochets et parenthéses
qui portent aujourd'hui le nom garenthéses et crochets de Lagrafige

Comme le souligne J.M. Souriau [11] "Cette théorie n'a pas été réellement comprise par les
contemporains et les épigones de Lagrange. Poisson, Hamilton, par exemple ne l'ont transmise que sous
forme tronquée. En particulier la structure symplectique est définie sur I'espace des phase; choix désastreux
qui fait disparaitre a la fois les propriétés globales et les propriétés relativistes de la mécanique."

L'importance de la structure globale (topologique et différentielle) de I'espace des mouvements apparait
notamment dans les procédés de quantification de la mécagiqmdification géométrigyePar exemple,
les différentes quantifications d'un systeme dynamique dépendent des propriétés homotopiques de son
espace des mouvements (il existe une description de I'effet Bohm-Aharonov faisant appel a cette propriétée
[3]). D'autre part, les propriétés relativistes de la mécanique se traduisent simplement, dans le langage de
la mécanique symplectique, par I'existence d'un groupe (le groupe de Galilée ou de Poincaré) agissant sur
I'espace des mouvements par des transformations conservant la structure sympleatigpuiecto-
morphismek

Pour ces raisons en particulier et non seulement pour des raisons d'ordre conceptuel, la géométrie sym-
plectique apparait a I'heure actuelle comme le cadre mathématique par excellence de la mécanique.

Ce travail est consacré aux propriétés globales de l'espace des mouvements des systéemes dynamiques
Galiléens de masse non nulle. L'étude de ces systémes, aprés réduction au centre de gravité, se raméne a
celle desSO(3)-variétés symplectiquesl SO(3) se traduit comme le groupe des rotations de I'espace. Il
est divisé en quatre parties.

Dans la premiéere partie il est établi un certain nombre de propriétés élémentaires des SO(3)-variétés
symplectiques. Par exemple deabilisateur principalde I'action de SO(3) est le groupe SO(2) ou un
groupe cycliqgueZ,, =Z/mZ. Nous y montrons que toutes les variétés symplectiques répondant au
premier cas sont nécessairement diffomorphes au produit direct symplectique de la%siphenéelle
l'action naturelle de SO(3) et de la structure symplectique s.Surf, s>0) par une variété symplectique
guelconque (munie de l'action triviale de SO(3)).

Les deuxieme et troisieme parties sont consacrées a I'étude particuliere des SO(3)-variétés symplec-
tiques de dimension 4 & stabilisateur principal discret. Nous utilisons pour cela certains résultats essentiels
de la théorie des actions de groupes compacts de transformations [1].

Dans la deuxieme partie nous dressons la liste compléte desdgf®(3)-variétés symplectiques de
dimension 4, nous décrivons explicitement cet ensemble pour chaque type. Nous nous apercevons que
chacune de ces variétés peut étre obtenue (topologiquement) comme le quotient d'un ouvert invariant du
produit , muni de I'action diagonale de SO(3), par une certaine actidom deommutant avec celle de
SO(3)). Les variétés compactes que nous obtenons sont (munie d'une infinité d'actions de SO(3), indexée
chacune par un entier) et R¢2,( muni de I'action de SO(3) agissant comme le sous-groupe des matrices
a coefficients réels de SU(3) par la représentation co-adjointe).

Dans la troisieme partie nous caractérisons les types des SO(3)-variétés symplectiques de dimension 4
(les isomorphismes sont ici les symplectomorphismes équivariants). Ceci fait apparaitre un certain
nombre de constantes qui sont liées a la valeur du moment équivariant de SO(3) sur les orbites singulieres
et aussi a sa valeur a l'infini dans le cas non-compact. Nous introduisons aussi une notion de
prolongement (relation de pré-ordre) qui a comme conséquence de caractériser certains types de SO(3)-

1peux SO(3)-variétés ont méme type si il existe un difféomorphisme équivariant de l'une a l'autre.
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variétés symplectiques pour lesquelles le groupe des automorphismes de la SO(3)-structure n'a qu'un
invariant : la classe de cohomologie de la forme symplectique.

Les résultats de ces parties sont résumés dans les tableaux 1,2 et 3. Ce travail suggerera peut-étre des
développements vers I'étude des SO(3)-variétés symplectiques de dimension plus grande.

Faute de place, toute les démonstrations n'ont pas été incluses dans ce papier, nous renvoyons le
lecteur qui désire plus de précisions a [4].

§1 GEOMETRIE SYMPLECTIQUE ET MECANIQUE

Mécanique classique Galiléenne

Lessystémes dynamiques isotfesla mécanique classique Galiléenne sont définis par :

Une variété différentielle connexe X, appedépace des mouvements

Une action différentiable R dyroupe de Galilé& sur cet espace.

Uneforme symplectiques définie sur cet espace, invariante par I'actiogdwpe de
Galilée.

e & »

Le momenty du groupe de Galilég, sur X est défini par I'équation [11]

0Z0G o(Zy) = - Z,dypO (1.1)

OuG désigne l'algébre de Lie @& Zy 'action infinitésimale de Z sur X5(Zx) le contracté de avec
le champs de vecteurs 2t les crochetS[e tenseur de Killing dé .

Le momentp caractérise ce qui est appelé en physiquguastités conservéealinvariants dumouv-
ement relativement a I'action du groupe de Galilée. Ces grandeurs doivent exister pour tout mouvement,
c'est pour cela qu'on est ammené a compléter la liste des axigme@spar celui-ci :

v L'action du groupe de Galilée sur I'espace des mouvements posséde un moment partout
défini.

Gréace au momeni on définit la masse totale du systéme dynamigue comme la classe de cohomologie
du cocycle symplectiqué défini par la formule [11] :

08(a) =Y(x) cAd(a) - Ad*(a)op(x) Dad G OxOX 1.2)

Ou Ad et Ad* désignent respectivement l'action adjointe et co-adjoire dersque le systeme dyna-
migue considéré est massif, c'est a dire lorsque la classe de cohom@lgist den nulle, le théoréme de
décomposition barycentrique donne une information supplémentaire sur la nature de l'espace des
mouvements X [11] :

1.3 ThéoremeSi la masse totale d'un systéme dynamique isolé est non-nulle, son espace des mou-
vements (Xg) est symplectomorphe au produit symplectique deR3y;w), ou m est la masse

1on dit forme symplectique pour champ de formes symplectiques.
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totale du systéme et la forme symplectique canonique du cotangent, par une variété symplectique
(Y,€) possédant SO(¥ R comme groupe dynamiqlﬂa).

L'action du groupe SO(3 R sur Y posséde deux moments que nous notdrogtH, le premier
relatif a I'action de SO(3), le second a celleRdd. s'appelle moment cinétique propre du systéme
dynamique. On identifie I'algébre de Lie de SO(3) et son dualRigéce a l'opérateur produit vectoriel
j (1.4).

(V)W) =V x W O (V,W) OR3xR3 (1.4)

Lor(A) = AL OADSO(@3) (1.5)

L'action adjointe (et co-adjointe) s'identifient a I'action naturelle de SO(3}¥%ura cohomologie
symplectique de SO(3) étant nulle, il est toujours possible de fixer la constante additive du moment
cinétique propre de fagon a vérifier I'équation d'équivariance 1.5, ou r est l'action de SO(3) |st Y.
alors défini de fagon unique, il sera appelétament cinétique équivariadt systeme dynamique.

H s'appelle énergie internedu systéeme dynamique, la commutativité des actions de SOR)+9t (
sur Y implique l'invariance dd par SO(3) :

Hor(A)=H OA O SO(3) (1.6)

L'énergie interne reste définie & une constante prégrddient symplectiqudeH, relativement a la
structure symplectiquede Y est défini par la formule :

gradf) = -£1(dH) 1.7)

C'est un champ de vecteur complet dont I'exponentielle est l'acti@hqie s'interpréte comme
I'action du temps et définit ce qui est appelé en physique les mouvementsfetardés

t(x) = exp(t.gradd))(x) OtOROxOY (1.8)

On dit queH est une variable dynamique compléete. Ainsi un systéeme dynamique Galiléen massif isolé
est entierement défini par un quadruplet gkt) ou (Y,rg) est une SO(3)-variété symplectiquéHetine
variable dynamique invariante compléte. L'exigence d'un moment relatif a I'action r de SO(3) est inutile
car certaines propriétés de ce groupe suffisent & prouver son existence. Le quadrupte) @éfimit la
structure interne du systéme isolé que I'on retrouve entierement en considérant le produit symplectique
(R&,m.w) x (V,¢), la "différence” entre X éR6 x Y est ce qu'il est convenu d'appeler en physique le
choix d'un référentiel.

Une question naturelle que I'on peut se poser en mécanique est celle de la classification des systémes
dynamiques isolés. C'est a dire, en ce qui concerne les systemes massifs, de répertorier tous les quadruplet
(Y,r,e,H) modulo les isomorphismes naturels de cet ensemble (voir troisieme partie). Il est inutile de pré-

1 Quandb=#0 le sous groupe invariarR§,+) du groupe de Galilée agit liborement sur X, cette action muni
X d'une structure de variété fibrée principale, X est donc difféomorphe au fibré Rf«xp{/R6]. On

pose alors Y=XR6, Y peut alors s'interpréter grace a la réduction de Marsden-Weinstein [7] comme
l'espace des mouvements a moment constant (rela@f$ aul, c'est a dire les mouvements autour du
centre de gravité.

20n notea, l'action d'un élément a d'un groupe G agisant sur V.etaction infinitésimale d'un
élément de son algébre de Lie.
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ciser que ce probléme est trés vaste. Malgré tout, certaines réponses partielles ont été apportées, en parti-
culier on sait aprés les travaux de Kirillov, Kostant et Souriadgp][11] que toute G-variété
symplectique (ou G est un groupe de Lie quelconque) qui est un G-espace homogene est un revétement
d'une orbite co-adjointe de G pour la structure symplectique co-adjointe canonique. Dans le deuxieme
paragraphe de ce travail on montre que toute SO(3)-variétés symplectiques dont le type d'orbite principale
est S est symplectomorphe au produit symplectique des(Surf), ou $1 R et Surf est le volume de la

sphére, par une variété symplectique quelconque. Dans le troisieme paragraphe on résoud entiérement le
probléeme énoncé plus haut pour la dimension 4. Il semble alors qu'un critere possible pour la
classification des systémes dynamiques soit la décomposition en types d'orbites de SO(3) de la variété X.

L'étude initiale des quadruplets (¢,H) peut se réduire dans un premier temps a I'étude des SO(3)
variétés symplectiques, c'est a dire des tripletsglXEn effet toute SO(3)-variété symplectique admet des
variables dynamiques complétes, ne seraient ce que les constantes. Mais il appparaitra dans la suite une
variable particuliére que nous appellerons le hamiltonien canonique et que nous ndterelfes est
définie par :

-1
He=5 [LIF (1.9)

Grace a lI'équivariance de H. est évidemment invariante, elle définit sur I'espace des orbites une
fonction réelle que nous noterohget que nous appelleronspetit hamiltonien canoniqué.a variable
dynamiqueH,. est compléte, en effet un calcul simple permet de montrer :

DD x O X gradH)(X) = Lx(x) L=L(x)

O . (1.10)
Cexp(tgradto)(x) = r(@V)(x)

Cet hamiltonien canonique n'a pas, en général, de signification physique particuliére, il apparaitra sim-
plement dans les paragraphes suivants comme une variable fondamentale. Ainsi la répertoration des struc-
tures symplectiques internes se réduit dans un premier a celle des SO(3)-variétés symplectiques.

Quelques propriétés des SO(3)-variétés symplectiques

Rappelons que les sous groupes de SO(3) sont :

dimension 3 : SO(3)
dimension 1 : SO(2) et O(2)
dimension O : les groupes cycliquég, et les groupes dihédralX, =Z, X Z,, mO N,

les groupes du tétrahédrede I'octahedr® etde l'icosahédré.

Nous allons montrer dans ce paragraphe que la nature de I'orbite prindgp#sestion de SO(3) sur
une SO(3)-variété symplectique (¥)rest imposée par I'existence du moment équivakiant

1.11 ThéorémeSoit (X,rg) une SO(3)-variété symplectique, SO(3) agissant effectivement sur X, le
stabilisateur principal est un sous groupe de Lie de SO(2), c'est a dire : S@(R) ou

e SoitL le moment équivariant de I'action de SO(3) sur X, la condition d'equivariano@) = alL
impliqgue nécessairement stabX)stab( (x)). Donc si stab(x) n'est pas conjugué a un sous-groupe de
SO(2) alorsL (x) = 0, puisque stab(L(x)) est de type SO(2), si £(xet de type SO(3) si L(x) = 0.

lUne orbite est principale s'il existe un ouvert dense pour lequel son stabilisateur est conjugué au
stabilisateur de toutes les autres orbites de cet ouvert [1].
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Supposons que stab(x) ne soit pas conjugué a un sous-groupe de SO(2) et que x appartienne a une orbite
principale, on a alors L(x) = 0 sur la réunion des orbites principales qui constitue un ouvert dense de X, et
donc par continuité est identiquement nul. La formule du moment 1.1 indique a{@g(x)) =00 Q

O R3 et donc, puisque est réguliérey(x) = 00 Q 0 R3. Ceci est impossible puisque SO(3) agit ef-
fectivement. Donc stab(x) a le type d'un sous groupe de Lie de §0O(2).

Décomposition des SO(3)-variétés symplectiques a stabilisateur principal SO(2)

Soit (X,rg) une SO(3)-variété symplectique, nous supposerons que son type de stabilisateur principal
est SO(2) et nous noterobhsle moment équivariant de I'action de SO(3). Nous allons démontrer que X
est nécessairement isomorphe au produit direct symplektigug,s.Surf) par une variété symplectique
guelconque (). Donnons auparavant quelques définitions.

Nous noterons Xla réunion des orbites principales de SO(3)ébtant I'ensemble des points de X
pour lesquels le moment équivariant L ne s'annule pas. Nous noterons ehliater¥ection de Xet de
X* o XF= X X",

1.12 LemmeX* est un ouvert dense de X saturé par SO(3).

o L'ensemble des points x de X vérifiant L(x) = 0 est la réunion d'orbites de SO(3), grace a I'équivariance
de L. Ainsi X, le complémentaire de cet ensemble, est lui aussi une réunion d'orbites de SO(3). D'autre
part X* est l'intersection de deux ouverts saturés par SO(3), c'est donc un ouvert saturé par SO(3).
Considérons alors un pointX X et supposons qu'il existe un voisinage ouvert V de x tel qui\s

O, VnX* est un voisinage W de x. Il existe donc un voisinage ouvert W de x sur lequel le moment
équivariant L s'annulle : WX# = 0. En appliquant la formule du moment on &:y OW, O W O

R3 :&(Qy) =-[dL,Q0=00 Qy(y) = 0, donc I'action de SO(3) est triviale sur le voisinage W de x ce

qui est impossible puisque WX*. Tout ouvert de X intersectef Xc'est donc un ouvert dense.

1.13 LemmeLe hamiltonien canoniquél. deL est une constante non nulle, toutes les orbites de
SO(3) sont principales.

o Pour tout X X* stab(x) = SO(2;13 ol L =L (x), puisque stab(x)] stab(L) et type(stab(x)) = SO(2).

Donc Ly(x) est identiquement nul et par conséquent gtg@). Par continuité graHl; s'annule sur tout

X. DoncH, est constant (X est connexe). Cette constante est nécessairement non-nulle (1.12). D'autre
part grace au théoreme des orbites principales [1] SO(2) est conjugué a un sous-groupe de tous les
stabilisateurs non principaux de SO(3), ils ne peuvent donc étre que du type O(2) ou SO(3) or a cause de
I'équivariance du momeht celui-ci s'annulerait sur ces orbites ce qui contredit le résultat précédent. Les
orbites sont donc toutes principakes

La variété X est alors fibré sur son quotient par SO(3) (qui est canoniquement une variété [1]). Nous
allons montrer maintenant que X est une fibration triviale grace a I'existence du moment équivariant.

1.14 ThéoremeSoit (X,rg) une SO(3)-variété symplectique dont le stabilisateur principal est de type
SO(2). Soit Y = X/SO(3) la variété des orbites. Il existe alors sur Y une structure symplecique
telle que la variété symplectique €X,soit symplectomorphe au produit direct dé,¢SSurf)
par(Y,a) ou SO(3) agit naturellement suf 8t trivialement sur Y, s étant un réel tel que le
moment équivariant de SO(3) s'écrive L(U,y) = sU, (Iy& x Y.

1 Surf désigne I'élément de surface de la sphere S
2 Nous noterons SO(2;U) le sous groupe des rotations autour de U.
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e Posond = (1/sL. ou s = L (x)||, s>0 grace a (1.13), doh&l C*(X,S?). Posons Y 3-Uo) ol Uo[]
S? alors :

a) Y coupe toutes les orbites en un point et un seul :

supposons le contraire et soientet x, deux points d'une méme orbite appartenant a Y= 1Xa)(Y), a
0 SO(3). On a alorKY) = al(x,) et donc Uo= a.Uo. Donca SO(2;Uo), mais stab@) = SO(2;U)
donc a.x,= X,, c'est a dire 3= x;. Ainsi Y s'identifie a X/SO(3).

b) Y est une sous-variété de X :

ker(D(L)(x)) = {dx O Ty(X) | @,D(L)(x)(dx)0= 00 Q O R3} mais £(Qyx(x),dx) = [@,D(L )(x)(dx)0
donc puisque : Qx(x)] Q O R3} = T,(SO(3).x), on a: ker(()(x)) = Orth(Tyx(SO(3).x)), or

T (SO(3).x) n Orthy(T,(SO(3).x)) = 0 car My (X)eOrthy(T,(SO(3).x)), alors IA,D(L)(X)(Qx(x))=0

O A ORS3, c'est a dir€ = AL puisque DL)(X)(Qx (X)) = L x Q, L =L (x) et doncQy(x) = AMx(x) =
AgradH ) (x) = 0. Donc : T(X) est égal a la somme,(50(3).x) O Orth(T,(SO(3).x)) et encore a
T.(SO(3).x)00 ker(DL)(x)), et donc dim [ker(D(L)(x))] = dim(X) - 2, () (X) est de rang constant. Par
application du théoreme du rang on déduit lftfo) = Y possede une structure de variété différentielle
unique pour laquelle la projection canonique de X & Y est une submersion.

c) Il existe un difféomorphisme équivariant de X & % :

Soit 1t la projection de X sur Y, on définit f &O@)x Ya X par: f: (&Y)- r@@X),0 (a,Y) O

SO(3) x Y, f est alors invariante par SO(2;Uo0) = stab(Y), elle permet de définir & son tour, par
factorisation sur 5x Y une application différentiablge a valeurs dans X. Il est immédiat de vérifier que

est bijective et que son inverse est donné pai(x) = (1(x),1(x)), ¢ est donc un difféomorphisme. Le
transport de l'action de SO(3) surxYs? donne le produit de I'action canonique séreSde I'action
triviale sur Y. On transporte alors la structure symplectique de X swrS¥ par$¢. Son moment
équivariant s'écrit alors L(y,U) = f(y).U oud C>(Y,R); or nous avons vu que qu¢.(y,U) =
(1/2).]|L(y,U)} est constant et donc f(y) = s[IsR. Soient alors 1, etT, Les projections de ¥ &

sur $ et Y et considérons la deux-forme pré-symplectiqug(Surf) définie sur Yx S, la différence
entree et sm;(Surf) est une deux-forme invariante qui s'annnulle sur les vecteurs verticaux, c'est donc
I'image réciproque pam, d'une deux-forme férmée de Y :& = sm(Surf) O m(a). On vérifie immé-
diatement que keg) = {0} O ker(@) = {0} et donc que (Yq) est une variété symplectique. Ainsi : €KX,

est symplectomorphe a4$.Surf)x (Y,a).e

On peut paraphraser ce résultat en disant que les seules SO(3)-variétés dont les orbites principales sont
de type $et qui admettent une structure symplectique invariante sont deyp¥ 80 Y est elle méme
un variété symplectique.

Un mot de physique

Le cas dégénéré ou Y est réduite a un point est un cas particulier de la situation décrite dans ce para-
graphe. On reconnait, pour le systeme complet avec centre de gravité, la structure d'orbite co-adointe du
groupe de Galilée qui s'interpréte en physique comme le modeéle classique de la particule de spin |s|.
L'énergie interne, le dernier élément de la structure dynamique, est une fonctioHl rissldgiante par
SO(3), c'est a direH(U,y) =h(y) h O C°(Y,R). Dans le cas ou Y est réduite a un point, ce point peut
s'identifier avec la la valeur E de I'énergie intdmne'est ce qui fait écrire parfois X 2 ${E}, et dire
gue le systeme est constitué d'une particule de spin s et d'énergie interne E [11]. Dans le casx#l dim(Y)
I'energie interne est une fonction quelconque. L'évolution du systéme est définie par intégration de
I'équation différentielle : dx/dt = grg¢H), c'est a dire par :
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U(t) = Uoet y(t) = exp(tgragh))(y o)

Comme dans le cas de la praticule a spin il y a stationarité du vecteur de spin U ce qui permet
d'interpréter physiquement l'espace Y comme une structure interne additionnelle et le systéme
complet, avec centre de masse, comme une particule de spin s et & structure interne complexe (par ex-
emple isospin). Les deux structures étant parfaitement découplées. Les systéemes dynamiques ou la
structure de spin va pouvoir intéragir avec une autre structure sont dans la classe des systemes pour
lesquels le type de stabilisateur principal de SO(3) est discret. La distinction entre les deux situations
possibles SO(2) &t,, s'interpréte comme l'expression de deux situations physiques distinctes.

82 LE MOMENT DES SO(3)-VARIETES SYMPLECTIQUES DE DIMENSION 4
Notations et définitions

Soit{ = (X,R) une SO(3)-variété. Nous noterdri€] I'ensemble des deux-formes fermées SO(3)-in-
variantes e} *[ (] le sous-ensemble des formes symplectiques (condition supplémentaire de fermeture). Si
cet ensemble n'est pas réduit a I'ensemble vide nous dirons que la SO(3)vesisiémplectisable
Nous noterons EG(R3) I'ensemble des applications différentiables équivariantes définies sur X a valeurs
dansR3. Il existe une application naturelle définie $Uc] a valeurs dans E§R?3) qui a chaque deux-
forme fermée invariante associe son moment équivariant (il n'est pas nécessaire que la forme soit exacte,
c'est a dire symplectique). Nous noterons M cette application{gt'Miage par M d& *[ (] :

M : 3*[{] - Eq((,R®) &
{ M[{] = M(Eq({,R?3)) ¢ (2.1)

Propriétés principales du moment équivariant

Nous donnons dans ce paragraphe certaines propriétés que vérifie le moment équivariant d'une structure
symplectique invariante définie sur une SO(3)-variété de dimension 4. Ces propriétés permettront de
donner plus loin une énumération compléte de ces variétés.

2.2 LemmeSoit (X,R@) une SO(3)-variété symplectique de dimension 4 et de stabilisateur principal
discret. Alorsg est entierement définie par son moment équivariant. En d'autres termes,
I'application M définie en (2.1) est injective.

e Soitoieta, deux élément d&*[{] ou = (X,R) tels que M§,) = M(og,) =L. En utilisant la
définition du moment on obtienta;(Qx) = 0,(Qx), c'est a dire o, - 0, s'annule sur les vecteurs
tangents aux orbites. Sa restriction a la réunion des orbites princigatéess Mmage réciproque d'une
deux forme de la variété "}SO(3). Or cette variété est de dimensiondl : o, est donc nulle sur
X*ISO(3). Par continuité, - g, est nulle sur tout X.

Cette proposition, comme il est facile de le remarquer, s'étend a toutes les G-variétés symplectiques
dont les orbites principales sont de codimension un. Ceci permet de considérer I'ef$€hdolmme un
sous-ensemble de EgG *), ouG * est le dual de I'algebre de 1GedeG.

2.3 LemmeSoit (X,Ro) une SO(3)-variété symplectique de dimension 4 et de stabilisateur principal
discret. Soit L = M@) son moment équivariant, L ne s'annule pas sur les orbites de dimension 3.

« Grace a la définition du moment équivariant et a la régularité de la forme symplectgudgduit que
ker[D(L)(X)] = Orthy[T4(SO(3).x)] ce qui implique : dim{ker[D(L)(X)]} = dimX+dim[stab(x)]-dim[SO(3)],
c'est a dire dans le cas ou dim[stab(x)] = 0 alors dim{ker[D(L)(x)]} = 1. Donc si L(x) = 0, L s'annule sur
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toute I'orbite de x (propriété d'equivariance) et donc dim{ker[D(L)&3]¢e qui est contradictoire : L ne
s'annule pas sur les orbites de dimensien 3.

En anticipant sur le résultat final, nous voyons que cette proposition permet d'éliminer, dans I'étude
des SO(3)-variétés symplectiques de dimension 4, toutes les SO(3)-variétés possédant des orbites de type
SO(3)/K avec K =T,0,l,D,,, m>1, puisque le moment équivariant s'annule nécessairement sur ces
orbites (on utilise : stab(X) stab{ (x)).

2.4 LemmeSoit{ = (X,R) une SO(3)-variété de dimension 4 dont tous les stabilisateurs sont de type
Z . Soito un élément d&[{], L son moment équivariant Bt son petit hamiltonien canonique.
Alors o est symplectique si et seulemenhgidéfini sur X/SO(3), n'a pas de points critiques.

¢ soito O Y*[{], H, son hamiltonien canonique, on a(grad;(H.)) = -dH.. Puisque toutes les orbites
sont principales X/SO(3) est une variété. On peut alors éar{grad;(H.)(x)) = -D(h)(x) o D(1)(x). Ou

Tt est la projection canonique de X sur X/SO(3p etm(x). Alors : D) = OogradH.) = 0 c'est a dire
Lx(x) =0 L =L(x). Donc L appartient a l'algébre de Lie de stab(x) qui est nulle puisque stabgx) =
donc L = 0 ce qui est interdit par le lemme 2.3. Done sst symplectique gralf) n'a pas de points
critiques. Réciproquement supposonshD(x)£0. Soitox O T,(X) et dx O ker(o,), on a alors :
o(Lx(x),0x) = 0 avec L =L (x), c'est a dire I{.)(X)(dx) = 0 ou encore : ) (p) o D(T)(X)(dx) = 0, dx

O ker(o,). Donc on déduit Df)(x)(dx) = 0 c'est a dire@ 0O R3 tel quedx = Qx(x) et donc kerg,) O
T«(SO(3).x). En utilisant I'équation du moment on obtiel@ ,D(L)(x)(d'x)0= 0,0 0'x O T(X) O Q

O Orth(im(D(L)(x)). Mais nous savons que dim[ker(D(L)(x))] = 1 (lemme 2.2 démonstration) et donc que
dim[im(D(L)(x))] = 3 d'ou on déduit : Orth(im(D(L)(x)) = {0} et don@ = 0 c'est a dire kew() = {0},
c'est a dire o est symplectique.

Terminons ce paragraphe de résultats sur la nature des stabilisateurs singuliers des SO(3)-variétés
symplectiques de dimension 4 :

2.5 LemmeSoit (X,RpE) une SO(3) - variété symplectique de dimension 4, SO(3) n'a pas d'orbite ex-
ceptionnelle. De plus si I'action de SO(3) admet une orbite singuliére celle-ci est nécessairement de
type S ol P(2R) = $/Z,.

« Si le stabilisateur principal est de typel& question est réglée par le théoreme 1.14. Supposons donc
gue le stabilisateur principal soit de typg, et que SO(3) posséde une orbite exceptionnelle, alors le
stabilisateur singulier exceptionnel n'est pas de Wy |,D,, m>1, d'aprés 2.2. En effet le moment
s'annulerait sur ces orbites en raison de son équivariance. Il ne reste qué,lécaald, = Z,). En vertu

du théoréme sur I'existence de voisinages tubulaires [1] il existe un voisinage de cette orbite difféomorphe
au produit fibre SO(3¥ 7R ouZ, agit transitivement sur SOR, S°=Z,, et donc q = 2m, le lecteur

peut vérifier que l'action d&,,, surR est donné par £(k)- (-1)x.&, 0 k0O Z,, = {0,1,..,2m-1}.
PuisqueZ,, agit librement sur SO(3) R, la structure symplectique définie sur SO£3), R se reléve

sur SO(3)x R par une structure symplectiqué,f, est discret) invariante par le produit direct SO{3)

Z,m Par raison d'équivariance le moment relevé sur SOR3¥'écrit : 1#(g,£) = g.I€), O (g£) O SO(3)

x R ou | est une apllication°CdeR dansR3. L'invariance de ¥ parZ,,, s'écrit alors : I((-®&) = g..&

ou g, [0 Z,, estinclus dans SO(3). D'aprés la proposition 2.4 le petit hamiltonien canonique, qui s'écrit
he = [E - 1/2||I€)|P], n'a pas de points critiques, c'est a digg€)#0 0 & 0 R. Ce qui peut encore
s'écrire :0(&),D(I)(§)Z0. Or l'invariance de | pat,,, implique : D(I)(<€) = —D(logox+1)(§) car Gys1& =

-&. D'ou on déduih.'(-§) = -h.'(§) et donch ' (0) = 0. Ceci est alors en contradiction avec la proposition

2.4, Ainsi le stabilisateur singulier n'est pas exceptionnel. Sa dimension est donc non nulle ce qui ne
laisse que SO(2), O(2) ou SO(3). Supposons alors qu'il soit de type SO(3). D'aprés le théoréme sur les
voisinages tubulaires en codimension 1 [1], il existe un voisinage de cette orbite difffom&pba a
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SO(3) agit orthogonalement et transitivement sur la sphéere unité, c'est #,direuse telle action
n'existe pas car3%erait difféfomorphe au quotient SO@)/, la simple connexité dedSnterdit cette
éventualité. Il ne reste donc au stabilisateur singulier que les seules possibilités SO(2)e0u O(2).

Extension symplectique d'une variété quantique

Nous donnons dans ce paragraphe une construction géométrique permettant d'obtenir une variété
symplectique a partir d'une variété quantiquep(®) et d'une SO(2)-variété symplectique (I)r,
Rappelons la définition d'une variété quantique [11] :

2.6 Définition On appelle variété quantique tout triplet g)¥y) ou Y est une variétéy est une
action libre et différentiable de SO(2) sur Yueest une forme de connexion surgytelle que la
courbure d se projette sur le quotient X = Y/SO(2) en une forme symplectique.

Notons1ly le champ de vecteurs fondamental défini sur Y par I'action infinitésimaléJde<ko(2),
algebre de Lie de SO(2). Les propriétés de,0¥), sont données par :

Oy OY w(ly(y)) = 1 ker(doy) =R.1y(y) (2.7)

Conservons ces notations et notprsr I'action produit de SO(2) sur ¥ M :

p x r(a,y,m) = p(a)(m),r@@(m)d (a,y,m SO(2)x Y x M (2.8)
Notons encore pret pi les projections naturelles dexyM sur Y et M.

2.9 LemmeSoit (Yp,w) une variété quantique et (My,une variété symplectique munie d'un
momentA borné (inférieurement ou supérieurement) sur M. &¢ét deux-forme définie sur ¥
M par :o = d[pr(A).pr(w)] - pry(€). C'est une deux-forme pré-symplectique et son feuilletage
caractéristique coincide avec celui de SO(2) agissamt par Ceci munit le produit fibré ¥ g g
M d'une structure symplectique indéxée pae etA. De plus si Y posséde une action
différentiable d'un groupe de Lie G commutant avec celle de SO(2) et invariant la forme de
connexion w, la variété Yx g o oM hérite alors de cette action et devient une G-varieté
symplectique. SW désigne le moment de G sur Y, Le momtitde G sur Yx 5o oM est la
factorisation de I'apllicationW définie naturellement sur ¥ M parAW(y,m) =A(m)W(y).

e Posonsa - dvy » \ I'action infinitésimale de SO(2) sur ¥ M, a 0 R=s0(2). On a Oy x y(y,m) =
(ay(y),ap(m)). L'équation du momenk sur M s'écrit €(apy(m))(dm) = oA 0 MmO M O dm O

Tm(M). Puisqueh est borné nous pourrons toujours supposer qu'il ne s'annule nulle part sur M, il suffit,
en effet, d'ajuster la constante additive. La cohomologie d'algébre de Lie de so(2) étant nulle, le\moment
est invariant par SO(2)d ald SO(2) :Aor(a) =A. D'oul on déduit 1 m O M dA(1y(m)) = 0. Soient x

=(y, m)OY x M, dx = (dy,0m) etd'x = (d'y,0'm) deux vecteurs tangents en x & Y. Les équations

du noyau de s'écrivent dx O ker(@y) <= dA(dm)w(d'y) - dA\(d'm)w(dy) + A(m)dw(dy)(d'y) - £(3'y)(dy)

=00 &%. Ou encore :

dA(8'm).w(dy) + €(dm)(d'm) =0 O &md T,(M)
Ox T ker) = Y da(dm).w(dy) + A(m).dw(dy)(3y) = 00 &y O T,(Y)

De la premiere équation on tire(dm)(d'm) = (3y).dA(d'm) O &(dm) = w(dy)e1(dA) ore(dA) = -1y
doncdm =w(dy).1ly. En repportant dans la deuxieme équation et en utiliaghy @n)) = O, on obtient :
A(m).dw(dy)(d'y) = OO d'y. Puisque par hypothéaene s'annule nulle part on déduid@y)(d'y) = OO
o'y, et don®y [ ker(dw) c'est a dire (2.7y = av(y) pour un certaix O R. Ceci implique alorem =
w(avy(y))1y(m), c'est & dirdm =aly(m) =ay(m) et donc dx O ker(o,) < X = (Ay(Y),0pm(M)) =ay
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«m(X) = ker@y) = T,(SO(2).x). Ainsi le quotient ¥ 5o oM =Y x M/SO(2) est égal au quotient de Y

x M par le feuilletage caractéristique dececi le munit naturellement, par projection, d'une structure
symplectique. Supposons maintenant que Y posséde une action R d'un groupe de Lie G commutant avec
celle de SO(3) et invariant la forme de connexiorLa variété Yx M est elle-méme munie de I'action

induite de G, agissant trivialement sur M. Puisque Il'action de G commute avec celle de SO(2) elle passe
au quotient. Elle vérifie de plusd g 0 G R(g)*@©) = d[pmA).pA(R(g)*w)] - pru(€) = 0. Et donc la

structure symplectique de ¥ s o oM est invariante par G. Soi le moment de G sur Y. Le moment

W+ de G sur Yx M est alors solution de I'équatiom(Zy » ) = -0W.Z ol Z est un élément de l'algébre

de Lie de G. Donc, puisque d'une payt.Z,(y,m) = (Z,(y),0) et de l'autr@x(Zy(y)) = W.Z on a¥W* =

AW ..

La construction précédente sera appeldension de la variété symplectiqi¥ea) ou X = Y/SO(2) et
o = pr(dw), par la variété (M). Cette construction dépend explicitement du choix de la borne inférieure
ou supérieure du momeht L'extension de variétés symplectiques est d'une certaine fagon une généra-
lisation du produit direct symplectique.

Supposons que SO(2) agisse trivialement sur M on peut alors ¢heidiy le quotient Yx g o oM
est isomorphe au produit directXXM, la factorisation de sur Xx M est alors la somme direct& .

Considérons l'autre cas particulier, celui pour lequel la fibration SO(2) de Y est triviale, c'est= dire Y
X x SO(2). Toute forme de connexion sur Y s'écti(dx,0a) = alda+wn(0x) ol w est le potentiel da,
(dx,0a) [ T, a(Y). La structure symplectique définie surdM par la construction précédente s'écrit alors
dans ce cas : d[ iA).prx(w@)] - pru(€). Cette forme symplectique ne coincide généralement pas avec le
produit direct dex ete.

Remarquons encore que, grace a sa commutativité, SO(2) agit encore naturellemesy gy :

(a,orb(y,m))- orb(y,r(@)(m))d (a,y,m)0 SO2)x Y x M

Ou orb désigne l'orbite par SO(2). On peut vérifier que cette action est dynamique et qu'elle possede un
moment donné parA*(orb(y,m)) =A(m). Ce moment ne s'annule donc jamais ce qui permet de
recommencer la procédure autant de fois qu'on le désire. Si on recommence l'opération n fois, la variété
obtenue est le quotient de" X M par SO(2), SO(2) agissant naturellement sur ¥t trivialement
surM. Cette variété est fibré suf de fibre M. Remarquons enfin que les fibres d& ¥ oM sur X
sont non seulement difffomorphes & M mais aussi symplectomorphes, il s'ensuit que c'est une variété de
Poisson dont toutes les feuilles sont symplectomorphes.

Achevons ce paragraphe par la description de la structure quantique canonique de SO(3) au dessus de
($2,Surf) qui sera largement utilisée par la suite. Ceci nous permettra aussi de fixer quelques notations.
Nous identifierons Ba SO(3)/SO(2;) ol |, est vecteur de coordonnées (1,0,0). Nous note@das
forme de Cartan de SO(3) a valeur d&¥sNous noteron®, l'action de SO(2;) sur SO(3) eft la
projection canonique de SO(3) sur:S

m : SO(3) - S?avect(g) =gl
6(39) = [(g'3g) O g O Tg(SO(3)) (2.10)
pc(a)(g) = ga' O (a,9)0 SO(2) 1) x SO(3)

Nous noterons encorela forme de connexion définie par :

w(3g) = - 11,6(3g)T] g [ Ty(SO(3)) (2.11)

L'élément de surface dé &st défini par :

Surf(®x,0'x) = IX,dx x &'x[] (2.12)
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La variété (SO(3p.,w) est une variété quantiquewe te(Surf).

83 SO(3)-VARIETES SYMPLECTIQUES NON-COMPACTES DE DIMENSIONS 4
Définitions et notations

Dans ce paragraphe nous donnons un ensemble de SO(3)-variétés symplectisables, pour chacune d'entre
elles nous calculons l'espace des structures symplectiques dont les caractéristiques sont données dans le
tableau 1. Nous montrerons au paragraphe 5 que cette liste est la liste compléte des types de SO(3)-
variétés symplectiques non compactes de dimension 4 a stabilisateur principal discret. Nous utiliserons les
notations suivantes :

# Nous appelonk,, la variété [SO3Y ] x R, Z,, plongé dans SO(®,), agit sur SO(3) par :
(9.9 - 99"« O (9,90 0 SO(3)x SO(2l4) (3.1)

SO(3)Z,, admet un plongement naturel dans (Appendice), nous utiliserons les variables (x,y) de ce
plongement pour décrile,,. SO(3) agit suk,, : naturellement sur SO(J), et trivialement suR.

+ Nous appelleronB,, le produit fibré [SO(3Y ] X s o ;R? 00 SO(2) agit de fagon canonique sur
R2 et, identifié a SO(2,), agit sur SO(3Y,, par :

(a,ckm(@)) — clzm(ga’™ (3-2)

Ou ck,(g) désigne l'orbite de g pdr, et @™ est une racine m-éme deéJaSO(2).F,, admet un
plongement naturel dang 8 R3 (Appendice), nous utiliserons les variables (x,v) du plongement pour
décrireF,,. SO(3) agit naturellement skEg, F; est naturellement identifiée a 1S

# Nous identifierons la variété TPR), au quotient T8Z, = F;/Z, ou I'élément non trivial d&,
agit sur TS par (x,v)- (-X,-V).

Précisons quR, désigne la demie droite [G¢f, muni de sa structure différentiable de variété a bord
[10]. L'ensemble des fonctions différentiablesRyumn'ayant pas de points critiques méme au bord (i.e f
C*(R,R)* O Lim,x 0f‘;«rEO) sera noteé :

C*(R,,R)* (3.3)
Structures symplectiques invariantes sutp,

Dans chacun des cas que nous traiterons, nous expliciterons I'ensen§R)Eql est la SO(3)-
variété en question, et nous calculerons le sous-ensemBleqivf nous savons étre en bijection avec
> *[ ] (notations §2).

3.4 PropositionLes ensembles Elg(,R3) et Eq(,,,R3), m>1, sont des modules de dimensions re-
spectives 3 et 1 sur{R,R) :

{ EqL1,R3) ={L : (x,y,E)- f1(E)x+f(E)y+f3(E)x x y| f 0 C*(R,R)}
EqlL,,R3 ={L : (x,y,E)-f(E)x| f O C*(R,R)} m>1
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Les ensembles Mi(,), m>0, sont donnés par : M) = { L O EqLm,R3) | h, O C*(R,R)* }, Ou
h; est le petit hamiltonien canonique défini pa¢notations §1).

e L; = SO(3)x R les applications équivariantes s'écriveh{(g,E) = gl(E) avecl O C*(R,R3). SO(3)
identifié au fibré unitaire tangent dé [&s fonctions fsont les composantes dePour m>1L, est un
revétement dé& . L'ensemble des application équivariante Isympeut étre considéré comme le sous-
ensemble des applications équivariantesLsunvariantes sous l'action dg,, ce qui implique I(E) =

od(E) O g 0 Z,,. Et donc, puisque m>1I(E) = f(E)l ;. Ceci permet d'écrire dans les variables (x,v).

Il suffit maintenant que I'ensemb}dL,,] soit non vide, le reste est une conséquence de 2.4. Pour cela
considérons 10 Eq(,,R3) défini plus haut et considérons la un-formeléfinie surL, par :w(dg,0E) =
(I(E),6(dg0 (89,0E) O Tg gy(L1). Oub est définie en 2.10. Sa dérivée extérieure est par construction
invariante et possedecomme moment. On vérifie qu'elle passe au quotignt L/Z e

On notera, grace a la construction précédente, que toute ces structures sont exactes, cc désignant la
classe de cohomologie on a :

OocO>*Ly :cclo)=0 (3.5)

Structures symplectiques invariantes suf,

Nous réaliserons le quotief}/SO(3) comme la demie-droiR, grace a la projectiory, :

Tm - Fm» Ry

(xV)~ E =3 IIvIF (3.6)

Ou y = (x,v) désignent encore les variables du plongements? x R3 (Appendice). Précisons, pour
ce qui va suivre, que les applicatiohg, 0 C*(SO(3)) eff,, I C*(S?) sont définies dans I'appendice,
étant la forme de connexion définie par la formule 2.11, nous notggdasin forme définie sur®ar :

Y O AYS?) T(yy) =0 - = 03(0) (3.7)

ourm: SO(3)% S2, est la projection standard@®f, : SO(3)- SO(3) est définie dans I'appendice.

3.8 PropositionLes ensembles Eg{,R3) et EqF,,,R3), m>1, sont des modules de dimensions res-
pectives 3 et 1 sur‘CR,,R):

EEQ(FLRs) ={L :(y) -~ fu(E)x + R(E)v + f3(E)x x v | E :% [lvIf et § O C*(R+,R)}
UEqQFmR3) ={L :(y) - f(E)x|fO C*(R,,R)} m>1

Les ensembles NE), m>0, sont donnés par : Ff) = { L 0 EqFm,R3) |h O C°(R,,R)* }.
Ou h, est le petit hamiltonien canonique défini fpanotations 81 et 3.3). L'application M est
définie par les formules :

Ooc O Y*[F4,L =M(0) = 0 =dW; - f1(0).[Ttg]*(Surf) m =1
%0 OY*Ful,L =M(c) = 6 =dW,, - f(0).[mtg2]*(Surf) m>1

Ou s, est la projection naturellg,, - S? et W, les un-formes définies par :
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%Wl(dy) :2—1E [f1(E) - f,(0)] 3X,v x dvO+ fo(E)W,x X dxO+ f5(E)V,5x
HWm(dy) = ﬁ;[fl(E) - £1(0)] Bim(x),v x v+ [f(0) - f(E)]ym(dx) m1

Oudy = (6x,dv) O Ty(Fy). La formeo peut encore s'écrire, respectivergmtur m = 1 et ml :

Ec(éy)(dy) = -fi(E)X,0x x dx(O+ f;'(E)X,0v x dvi+ f,'(E)W,dv x dvl]
0 [2ER'(E)+fo(E)]X,0v x dx-dv x dx[- f3(E)[[Bx,dvO- [dx,0vOX x vLdv x dvO

Ho(dy)(dy) = -f(E)X,8x x dxT+ f'(E)[(% O 1 (x),8v % dvOH+ IV, VY (3X) - V,3v ¥ (dX)])

La classe de cohomologie deest caractérisée pah¢(0) :% [L (x,0)|B. Elle n'est jamais nulle
pourc O Y*[F,] quand n»1.

« En raison de la longueur de la démonstration et de son caractére technique renvoyons le lecteur a [4]
Structures symplectiques invariantes sufP(2,R)

La variété P(R) est le quotient de2$arZ, agissant par transformation antipodale. Le tangent a
P(2R) peut étre indifféremment considéré comme le quotient d@di<, ol -1 agit par :

[(x,v) - (X,-v)] ou bien [(x,v)- (-X,-v)] O (x,v) O TS 3.9

Il suffit pour s'en assurer de considérer le difféomorphisme éedfdi par :
T,
[(xv) - (x.exp(5 i())V]

qui commute avec l'action de SO(3).21&ant un revétement de FR},(son revétement universel),
les ensembles Eq(TPR),R3), S[TP(2R)], S*[TP(2,R)] et M[TP(2R)] sont identifiés au sous-
ensemble des éléments de EFRS), Y[TS?], Y*[TS?], M[TS?] qui sont invariants par l'action d.
Nous noterons [x,v[J TP(2R) la classe de (x,v)l TS? suivantZ, et nous donnons la proposition
suivante sans démonstration étant donné son caractére évident en vertu de ce qui précéde :

3.10 Proposition : L'ensemble Eq(TP(R),R3) est un module de dimension 1 sut(R,,R) :
Eq(TP(2R),R3) ={L : [x,v]>f(E)x x v | E :% ||v||2f O C*(R+,R)}

L'ensemble M[TP(R)] est défini par : M[TP(R)] = {L U Eq(TP(2R),R3) | h. O C*(R,,R)*}.
L'application M est définie par L O Eq(TP(2R),R3) L = M(c) o = dW, avec W§[x,V]) =
f(E)w,0xL1 Oud[x,v] O Ty j(TP(2R)). La classe de cohomologie dest nulle.

Remarquons que W est simplement la forme canonique de cotangent multipliée par la fonction f.

1Le signe ' (prime) indique la fonction dérivée,driet dx sont des vecteurs tangents en x.
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84 SO(3)-VARIETES SYMPLECTIQUES COMPACTES DE DIMENSIONS 4
Définitions et notations

Dans ce paragraphe nous donnons un ensemble de SO(3)-variétés symplectisables, pour chacune d'entre
elles nous calculons I'espace des structures symplectiques dont les caractéristiques sont données dans le
tableau 2. Nous montrerons dans un prochain paragraphe que cette liste est la liste compléte des types de
SO(3)-variétés symplectiques compactes de dimension 4 a stabilisateur principal discret. Nous utiliserons
les notations suivantes :

a) Nous noteronssf, I'action de SO(3) sur définie par le cocyélg, (voir Appendice) :

m(AB,X) = W (A,BX)Wn(B,X) (4.1)

m O C*(SO(3)x $2,5?),0 (A,B,x) O SO(3)x SO(3)x &
am(A)(x,y) = (AX,Wm(AXx).y) O(AXYy) OSO(3)x Px &

Nous appelleron§,, la variété $x S munie de cette action. Pour m = 1 cette action coincide avec
I'action diagonale.

b) P(2C) est identifié au quotient®&0(2), nous noterons indifféremment z = x+iy ot z = (X,y) les
éléments de 81 R3 x R3 ou (x,y)O R3x R3. Nous noterons [z] = [x,y[I P(2C) l'orbite de z = (x,y)
par SO(2). Nous noterongp I'action canonique de SO(3) sur REpdéfinie par :

rer(A)(Ix.Y]) = [Ax.AY] O (A,([x.y]) O SO(3)x P(2C) (4.3)

Précisons encore que J gdésigneront les intervalles [-1,+1] et [0,1] munis de leur structure différen-
tiable standard de variété a bord. Les ensembles de fonctions différentiables syn'dyetnl pas de
points critiques seront notés

C® (JR)* et C (J4,R)* (4.4)

Structures symplectiques invariantes su$,,

Dans chacun des cas gque nous traiterons nous expliciterons I'enser@hR3Eq Q est la SO(3)-
variété en question, et nous calculerons le sous-ensemifl i nous savons étre en bijection avec
>*[Z] (notations §2).

4.5 PropositionLes ensembles E8f,R3) et Eq6,,,R3), m>1, sont des modules de dimensions
respectives 3 et 1 surr@R) :

gEq(Sl,R3) ={L:(xy)-f(p)x+f(p)y+fs(p)x x y | p = IX,yOIf; O C*(JR) }
gEAGm:R3) = { L : (x;y) - f(pm)X | Pm = By (x),yOf O C=(JR) } m>1

Oufy, est défini dans I'appendice. Les ensembleg Mm>0, sont donnés par :

M(Sm) = { L 0 EqEmR®) | he O C*(SmR)* }
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Ouh, est le petit hamiltonien canonique défini par L (cf.8§1). L'application M, respectivement pour
m = 1 et nil, est définie par les formufes

0(0z)(dz) = - pf+f,)'Surf(dx,dx) - (pf,+f,)'Surf@y,dy) + ;' (p)x+f,'(p)y,0x x dy - dxx dy[]
B +dW(dz;dz)
%0(52)(012) =- {f(pm)Surf+[%n P (Pm)] f(Surf)}(3z;dz)

+ [F'(Pm)/M]En(X).08[fm(x)] * dy-dffm(X)] > dyLH f(Pm){d[ Pm] Ym(3X)-O[PmlYm(dX)}

Ou z = (x,y)O ety,, est définie au 83, W est la 1-forme définie sur paréZ)\l(:%fs(p)[@,éxEl
X, oy .

* Considérons d'abord le cas m = 1Lefl Eq4,R3). Les images réciproques de par les tubes
invariants¢? et ¢ (voir Appendice) sont les applicatiohs etL _appartenant a EEj,R3) qui s'écrivent,
en vertu de la propostion 2.3 :

L.(xV) = fiE)x + BEIV + HEIX x v avec E= (1+p)/2(1p) et E = (1-p)/2(1+p)

Les f sont définis par :1{p) = fi(E.) + (112 - B) f3(p), f2(p) = (112 +E) f3(p), fa(p) = (1/2 +E) F((p).

Lesfit étant des éléments d&(®,,R) et les applications [E- p] étant des difféomorphismes &g sur

les intervalles [-1,+1] et ]-1,+1] les fonctionssbnt des éléments de@R). Le cas m1l se traite de
facon analogue. D'autre part il est commode d'utiliser les voisinages tubufair€-30* isomorphes a

Fm (Appendice). les conditions pour queélLEQ(,,,R3) définisse une forme symplectique sécrivent dans
chacun de ces voisinage+§D C*(R,,R)*, pour les mémes raisons que précédemment ceci est équivalent
ah,0 C(R,,R)* ®

Structures symplectiques invariantes sup(2,C)
4.6  Proposition: L'ensemble Eq(P(£),R?) est un module de dimension 1 su{({,,R) :
Eq(P(2C),R3) ={L : [x,v]-f(e)x x v | e = 1-4||x y|E f O C*(J,.R)}

L'ensemble M[P(ZX})] est défini par M[P(X)] = {L O Eq(P(2C),R3) |h, O C*(J,,R)*}.

L'application M :L - o est définie par 0(dz,dz) = 1/2{d[fwp](dz,dz) - f'(e)Surg2 (3¢,d¢). Ou
wp est la forme de connexion suy :R0p(0z) = -iz,0z0avecdz O T(Ss) et est le vecteur dB?
de coordonnées |B¢||y|F et 2-&,y0]

« Il suffit de vérifier que I'expression dedéfinit bien une deux forme fermée s@rirg/ariante par SO(3)

X 50 (2yde moment L(x,y) = f(e)x y et dont le feuilletage caractéritique contient le feuilletage défini par
I'action de SO(2). On exprime ensuite la condition de régularité de I'imageuteP(2C) en imposant

gue son feuilletage caractéritique coincide avec celui de SO(2). Soulignons seulement que les premiéres
vérifications utilisent le fait que la factorisation de l'action de SO(2) 3w &/SO(3) est donné par
(af) —» a%€ (avec les définitions d& de la proposition). Pour la condition de régularité il suffit de les
calculer sur les orbites singulieres de SO(3) c'est a dikt O (voir Appendice) ce qui n'offre pas plus

de difficultés que dans la proposition 3+10

1Le signe ' (prime) désigne la dérivée dziet dz désignent des vecteurs tangents en z.
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85 CLASSIFICATION DES SO(3)-STRUCTURES SYMPLECTIQUES EN
DIMENSION 4

Caractere exhaustif des tableaux 1 et 2

Nous allons montrer tout d'abord que les seules SO(3)-variétés symplectiques de dimension 4 sont
celles décrites dans les paragraphes précédents, c'esLg, tigg TP(2R), S, et P(2C). pour cela nous
utiliserons certains résultats de la théorie des groupes compacts de transformation. Les théorémes que nous
utiliserons sont empruntés a l'ouvrage de G.E. Bredon [1].

Considérons une SO(3)-vari€té& (X,r) de dimension 4 et de stabilisateur principal dis€jgtson es-
pace des orbites est une variété topologique avec ou sans bord de dimension 1, codimension de l'orbite
principale. X étant supposé connexe |'espace des orbites est alors d'un des types suivant :

o R
m .
D@ } J
Type de X/SO@3) [ |

Lo s

.

Dans les ca® et® X est non compacte, dans les éaet® X est compacte. Dans les d@t®
X est une variété fibrée (trivialité locale) de fibre type S@R)}ur X/SO(3), dans le c# l'action de
SO(3) posséde une orbite singuliére : I'image réciproque du point de bord et dan®|8atas de
SO(3) possede deux orbites singuliéres : les images réciproques des points de bord.

Bien que traité dans le paragraphe 1 en toute généralité, pour donner son aspect complet au théoréme de
classification, nous incluerons dans son énoncé le cas du stabilisateur principal SO(2). Nous utiliserons
les notations des paragraphes précédents.

mm

5.1 Théoréme: Toute SO(3)-variété difféerentielle de dimension 4 symplectisable (pouvant étre mu-
nie d'une structure symplectique invariante), est isomorphe a une des SO(3)-variétés (munies de
leur structure différentielle standard) suivanteg x 31 ou SO(3) agit naturellement sut &
trivialement sur M (M étant une variété symplectisable T2, ,, Fry & X S muni des
différentes actionsgf, et P(2C).

* Soit{ = (X,r) une SO(3)-variété différentielle de dimension 4 a stabilisateur principal discret, c'est a dire
de typeZ,, . Considérons d'abord sa structure topologique sous-jacente. Supposons X non compacte, en
vertu du théoréme sur les voisinages tubulaires [1], X est isomorphe a [BE)(8)R avec action
triviale surR, c'est a dir€ =L, ou X est isomorphe a un fibré vectoriel de type S@(R" ou K est

un sous-groupe de Lie de SO(3) agissant orthogonalement sur la sphere"dni@R3, K est le
stabilisateur singulier et vérifig,,, 0 K. La dimension de K vaut alors n-1, on a donc a priori 3
possibilités : 1) dmK=0n =1 ou 2) dmK =1 n = 2, ou 3) dimK = 3 n = 4. Grace a la proposition 2.5
le premier et le troisieme cas sont interdits. Il reste donc K = SO(2) ou K = O(2). AmSO®)X 5 o
@R?ou X= SO(3)x ¢ 2R2 Le lecteur vérifiera que les seules actions orthogonales de SO(2) transitives
sur la sphere unité sont équivalentes aux actions standargs- 48, (ag) 0 SO(2)x R et mO N-

{0}. Dans ce cas %F,, est syplectisable. La seule action de O(2)Rsutransitive sur la sphére unité est
équivalente a l'action standard :
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(@£)f) —aMI92E (ag) 0 O(2)E O R? avec M :[ 5 2]

La variété X est alors équivalente & [SOX3) o oR?/Z, c'est a dire T%Z, ou I'élément -1 d&, agit

par (x;v)- (-X,-v), et donc XTP(2R). Suposons X compacte, il existe deux cas [1]. Dans le premier X

est isomorphe a I'union des cylindres des applications ;-GBAZ,, i = 1,2, les Ksont les stabilisateurs
singuliers de I'action de SO(3), I'espace X/SO(3) est alors du type J = [-1,+1], les images réciproques des
intervalles [-1,+1] et ]-1,+1] sont des SO(3)-variété symplectisables et donc d'un deE fypes
TP(2R). La compatibilité des stabilisateurs principaux indique que X est d'un des types suivants :
FnOF, ouF,0TP(2R) ou encore TP(R)OTP(2R). On peut établir directement par le calcul que les
attachement§,,0dF,, et F,OTP(2R) sont isomorphes aux SO(3)-variétgset P(2C). On peut néan-

moins obtenir ces résultats sans calcul : nous savonS, €S x S rg) répond a la décomposition

en type d'orbites de,,0F,, et P(2C) a celle deF,0TP(2R) et que chaque décomposition en type
d'orbites correspond a une SO(3)-variété topologique unique, d'ou on déduit I'équivalence de ces variétés.
PuisqueS,, = (& x S,rsy) et P(2C) sont symplectisables il ne reste donc a étudier que le cas
TP(2R)OTP(2R) : si une telle variété était symplectisable le petit hamiltonien canonique (cf. §2) de la
structure symplectique s'annulerait sur le bord de X/SP{B)+1] par raison d'équivariance du moment de
SO(3). Il atteindrait donc son maximun sur l'intervalle 1-1,+1[ qui serait alors un point critique, or d'aprés
2.4 le petit hamiltonien canonique n'a pas de points critiques. DondR)B{ER(2R) n'est pas symplec-

tisable. Dans le deuxiéme cas l'espace des orbites de SO(3) est isomorphe ad,derdle Bnction

continue atteind son maximun et donc pour la méme raison que précédemment les SO(3)-variétés de ce
type sont non-symplectisables. Ainsi la structure topologique des SO(3)-variétés symplectisables est bien
seulement d'un des types annoncé. Il reste a préciser la structure différentielle. Remarquons d'abord que les
SO(3)-variétés topologiques,, TP(2R), S, et P(2C) sont des SO(3)-variétés topologiques spéciales au
sens de Janich [1], c'est a dire qu'il y a au plus deux types d'orbites dans le voisinage de chaque orbite et
gue pour tout voisinage tubulaire SO&B)R* d'une orbite singulieresfS0(3)/K, K agit transitivement

sur la sphére unité du complément orthogonal a I'ensemble des points invariants par K. Donc pour chaque
structure C des espaces X/SO(3) ou X est une des variétés en question, il existe une stucture diférentielle
unique sur X pour laquelle SO(3) agisse diférentiablement et qui induise la stucture diférentielle donnée sur
X/SO(3). Or dans le cas qui nous intéresse la variété des orbites qui est &Ry B/peu bien J ne
posséde qu'une stucture diférentielle de variété a bord ([10] 111.5.3) compatible avec la topologie standard de
ces espaces. Donc la stucture diférentielle des SO(3)-vafigt€BP(2R), S, et P(2C) est unique c'est

bien entendu leur structure canonique.

Remarquons que si dans le cas non compact, la structure topologique de la variété détermine de fagon
unique l'action de SO(3), il n'en est plus de méme dans le cas compact ou la Yari&té&sede une
infinité d'actions de SO(3) inéquivalentes, indéxées par les entiers, chacune d'entre elles étant symplec-
tisable.

Pricincipes de classification

Nous avons affirmé dans la premiere partie qu'un systeme dynamique massif isolé galiléen est
caractérisé par un quadrupleet (XGR{). Partant de ce principe, un tel quadruplet qui décrit la structure
interne du systéme peut étre appalidele de structure interra plus simplemennodele Etant donnés
deux modélesx = (X,R0,H) eta* = (X*,R*, 0*,H*) un morphisme de modeélest une application
différentiablec de X a X* telle quep 00 C*(X,X*) et :

{$ oR(A) = R*(A) 00 0 A 0 SO(3)p oR(A) = R*(A) 00 0 A 0 SO(3)p*(0*) =0 (5.2)

Il existe alors sur I'espace des modeles une relation d'équivalence naturelle : deux etimjétsont
équivalents s'ils sont reliés par un isomorphisme de modéle, c'est ¢ ditiff(X,X*) tel que 5.2, nous
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dirons alors qu'ils onméme typeDeux modeéles de méme type ont nécessairement méme dimension,
nous noterons b} I'espace des modéles de dimension 2n nous les appeliecatides a n degrés de
liberté interne Le type d'un modéle peut donc étre interprété comrseuature dynamique interrou'il
décrit. La classification des structures dynamiques internes consiste alors a choisir un représentant de
chaque type de modeéle c'est a dire un modeéle de chaque structure dynamique interne différente. Cette
classication est I'expression d'un principe général de la physique que I'on rencontre dans divers domaines
sous les noms de principe de relativité générale, principe d'indifférence matérielle oupeimoipe de
covariance généralell exprime l'idée simple que la description d'un phénomene physique doit étre
indépendant du choix des coordonnées servant a repérer les diverses variables du phénomene.

La classification des structures dynamiques internes s'effectue en deux étapes. Considérons l'application
naturellet qui a un type de structure interne associe le type de SO(3)-variété symplectique sous- jacente :

a =(X,Ro,H)> = (X,R0) 1 :type@)-type) (5.3)

L'image réciproque de typg) part est égal au quotient de I'ensemble Hajrdes hamiltoniens dg
(fonctions réelles définies sur X invariantes par SO(3) et complétes relativeméeft 1) par le groupe
Aut(>) des automorphismes @e Aut(}) n'est autre que l'intersection du groupe Autles automorphi-
smes de la SO(3)-stuctug¢e= (X,r) avec le groupe Symp) des symplectomorphismes dece que nous
pouvons résumer par les formules :

U typeR)) = Ham( )/[Aut({)n Symp(E)]
FAut(?) = {W O Diff(X) | R(A)oW = WoR(A) 0 A 0 SO(3)} (5.4)
LSympE) = {W¥ O Diff(X) | W*(o) = a}

On est donc ammené a la classification des SO(3)-variétés symplectiques de dimension donnée c'est a
dire a calculer pour chaque représentant d'un type différent de SO(3)-variété sympleCtiséX|e,
I'espace quotient*[ {J/Aut({) (notations 8§2). Nous noterons encore que dans le cas particulier qui nous
intéresse ici, c'est a dire Les stuctures internes a deux degrés de liberté, nous pouvons séparer notre étude
en deux cas : celui du stabilisateur principal de type SO(2) et celui du stabilisateur principal discret. Le
premier cas revient a calculer le quotient de I'ensemble des volumes d'une variété de dimension deux par le
groupe des difféeomorphismes de cette variété. Ce probleme a été résolu dans le cas compact [2] chaque
volume est caractérisé par sa classe de cohomologie, le cas non compact est a notre connaissance non-
résolu, c'est un probléme que nous ne considérerons pas. Nous nous limiterons au cas du stabilisateur
principal discret. Nous avons alors un premier résultat, en utilisant les notations précédentes :

5.5 ThéoremeSi = (X,R0) est une SO(3)-variété symplectique de dimension 4 a stabilisateur
principal discret, le groupe Ad)n Symp@), oul = (X,r) est la SO(3) variété sous jacente, agit
trivialement sur Han¥) : t(type()) = Ham().

« Le groupe Auf() se projette sur un sous-groupe de Diff(X/SO(3)) muni de la structure de variété (avec
ou sans bord) quotient. L'ensemble HamGe projette sur un ensemble d&(X/SO(3)R) ou
Diff(X/SO(3)) agit par image réciproque. Etant donné un élémate AutE) etL le moment équivariant

dea, Le momentW*( o) est égal & oW et le petit hamiltonien canonique est égal.ay ouh. est le

petit hamiltonien canonique de ety est la pojection d&’ sur X/SO(3). Donc sW est un
symplectomorphisme on laoW =W eth. o =h, or puisqueh. est strictement monotone (2.4) on
déduit quap = 1ys o (3 et donc le groupe Audjn Symp(@) agit trivialement sur Han()e

Nous allons introduire maintenant la notion de prolongement de SO(3)-variété symplectique qui appli-
guée a la dimension 4 va nous permettre de réduire les cas d'étude. Le principe est le suivant : tout ouvert
saturé pour l'action de SO(3) d'une SO(3)-variété symplectique est une SO(3)-variété symplectique, les
renseignements concernant I'ouvert sont donnés par la variété en question elle-méme. Il est inutile
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d'encombrer la classification des SO(3)-variétés symplectiques. C'est ce qui nous a conduit a la définition
suivante :

5.6 Définition : Soienty; = (X;,R;,0;) i = 1,2 deux SO(3)-variétés symplectiques nous dirons que
>, prolonge} ; si il existe un morphisme de SO(3)-variété symplectique injectif bi-différentiable
dey; ay,. Nous dirons qué , prolonge srictemeri si ce morphisme n'est pas un isomorphis-
me. Nous dirons alors qug; est compléte si elle n‘'admet pas de prolongement sfJict :

compléted 0O Y, >, prolonge® 0 Y1=5o.

Nous dirons aussi qug; se prolonge &,. Dans ce cas ¥est diffeomorphe a un ouvert dg 3ature
pour l'action de SO(3). Nous noterons parfois :

>1< 3,0 Y, prolonge} (5.7)

Le prolongement définit sur les SO(3)-variétés symplectiques une relation de pré-ordre. Notons que si
X4 est compacte aloig; est compléte puisque nous avons suppose les variétés connexes.

I‘1 Fl Ll
TP(2R) \
Ly P(2C) (5.8)
\ F, 4 S,
Ly Fy S k2)

Nous éliminerons en dimension 4 le cas du stabilisateur principal SO(2) puisque cela nous conduirait a
un probleme du méme type que celui consistant a classer toutes le variétés symplectiques de dimension
deux. Ce probléme peut toutefois faire I'objet d'une étude particuliere. Considérons donc deux SO(3)-
variétés symplectiques a stabilisateur principal disgkedt >, (données par les tableaux 1 et 2) si
prolonge} , alors les SO(3)-variétés sous-jacentes se prolongent, ce qui, compte tenu de l'identité des
stabilisateurs principaux, ne permet que les éventualités décrites par le diagramme 5.8, ou la fléche
désigne le prolongement des SO(3)-variétés (voir Appendice).

Ceci signifie qu'une structure symplectique invariante définie¢.sne peut étre prolongée qiFaou
S,, tandis par exemple qu'une structure définielsupeut étre prolongée a TPRJ,ou bien &, ou a
P(2C) ou encore &,. Ceci va nous conduire a partager notre étude en 3 cas correspondant aux types de
stabilisateurs principauzq = {1}, Z» etZ,, m>2.

Classification des structures sut;

Ce cas concerne la classification et les prolongements éventuels des structures symplectiques invarian-
tes définies suk; = SO(3)x R aF; = T ou$; = (£ x F,rgq1), comme le montre le diagramme 5.8.
Considérons d'abord O Y*[L4], soitL son moment équivariant Bt son petit hamiltonien canonique.

Nous savons quie, est une fonction réelle strictement monotone a valeurs positives, elle admet nécessai-
rement au moins une asymptote horizontale. On partagedaidrg] en quatre sous-ensembkes» & et
v définis par le comportement tgcaractérisés par les graphes 1.

Les cass ete (respectivemens etvy) ne différent pas fondamentalement puisque toute structure
appartenant au cas (resp.#) est équivalente & une structure appartenant au ¢a&sp.v ), il suffit pour
s'en convaincre de considérer l'automorphisme {g(g)-x) de SO(3x R. Modulo cette identification
nous avons deux cas caractérisés par le nombre 1 ou 2 d'asymptdtes horizontales du petit hamiltonien
canonique. Puisque seul le type de SO(3)-variété importe nous identifierons dans le preRiér cas
]0,+oo[ et dans le second c&sa J,= ]-1,+1[. Compte tenu de toutes ces remarques et conventions
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>*[L4] peut étre partagé en deux sous-ensembles caractérisés par le comportement du petit hamiltonien
canonigue : graphes#® et 2¥ . Nous traiterons ces cas séparément :

Considérons d'abord le caslnfa une seule asymptote. Posdnsl'ensemble des éléments B L]
caractérisés pa# et Aut, le groupe des automorphismes des structures de ce type. Nous allons montrer
gue le quotien} ,/Aut, est égal &, = [0,+o[. Remarquons d'abord que Autst égal au produit semi-
direct du groupe de courant(®;,SO(3)) (Isogénies de la SO(3)-structiingar le groupe Diff(R}) des
difffomorphismes croissants B :

WO Aut, O W(g,E) = (g.K(E)a(E)) KO C(RL,SO(3))a O Diff *(R%) (5.9)
SoitL = M(0),0 0 Y., 0na :

L(9.E) = gl(E) 1 0 C*(RLR?) he(E) =% INE)IF (5.10)

L'action deW surL se traduit par la transformation :

| > [E > K(E)loa(E)] (5.11)
5.12 LemmeSoitL; i = 1,2 deux moments d'éléments ¥lg, si leurs petits hamiltoniens canoniques
respectifdi, (i = 1,2) coincident, il existe alors une isogénie K de S®@]} transformant; en

L.

 Posons E. ui(E) =I,(E)/(2hi(E))Y2; puisqueh} ne s'annule pas (2.2) 0 C*(R},S?). considérant la
fibration canoniquet: SO(3)- $? ces deux chemins peuvent se relever sur SO(3) en des chei¥ns g
1,2 tels que :gJ C*(R%,SO(3)) g(E)l; = U(E), on a donc 4E) = K(E)u(E) ol K(E) = g(E)[g:(E)] .
Doncl,(E) = K(E)I{(E). L'isogénie K définie par K(g,E) = (gK(E),E) transforme alogsenL ; par la
formule 5.11e

Ceci signifie que le quotient ge, par le groupe des isogénies de le SO(3)-structure est égal a I'ensem-
ble des petits hamiltoniens canoniques, c'est a dire a I'ensemble des fonctions réelles positives croissantes
définies suR}. L'action de Diff(R}) sur cet espace se faisant naturellement par image réciproque.

5.13 LemmeSoienth i = 1,2 des petits hamiltoniens canoniques d'élémenks,d&ihl(0) = hZ(0)
alors il existen O Diff*(R}) tel quehZ =hioa.

« hi, étant une fonction réelle strictement croissante définiRsarvaleurs danB} qui vérifiehi(0) = k,
donchi, appartient a Diff(R},]k,+e[). Considérons alors,T1 Diff *(R},]Kk,+o[) défini par T(E) = 2E+Kk,
alorshi] 1o T est aussi un élément deDifR},]k,+[). En posanij = [hi]1oTK on se rameéne a la
fonction affine T et donchi ethZ sont liés par un diff€omorphisme croissanRiee

On conclut alors par la proposition :

5.14 PropositionL'ensemble quotien} ./Aut, est égal a la demie droii,, la projection étant
donnée paroc - k= L|m h.(E). Ouh, est le petit hamiltonien canonique deChaque élément
o de) . se prolonge en un élémeny de Y *[ F,] défini par son moment équivariant :

10n appelle isogenie tout automorphisme de la SO(3)-structure se projettant sur l'identité de I'espace des
orbites [8].
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Lot (X,V) = sx +xxv s=Vk

« Grace aux lemmes 5.12 et 5.13 il suffit de vérifier que la valeur k0¥ est bien conservée par Aude

qui est immédiat. Donc k est le seul invariant de I'action dg eitqui démontre la premiére partie de la
proposition. Soit alors KI R,, On peut choisir le moment équivariant particulier défini lgar

k12 1,+(2E)2 1; se projetant sur k. en utilisant le plongement équivariant canonique de 6R{3)
dans T$ défini dans l'appendice par (gE)Xx = gl{, v = (2E}'?1,) on transporte la structure
symplectique invariante. L'image directe du moment s'ég(i,v) = sx+xx v s = K2 L est a priori

défini sur TS-x ,0U X ,est la section nulle, orbite singuliere de SO(3), Il est clair que ce moment se
prolonge, naturellement de fagon unique, en un élément dg,R8), son petit hamiltonien canonique

hk est égal a la fonction affine :-E2E+<)/2, il vérifie hk 0 C*(R,,R)*, L définit donc une structure
symplectique invariante s e

Considérons maintenant le cas ou le petit hamiltonien canonique a deux asymptdtesyRosons
I'ensemble des éléments B¢ L] caractérisés par et Aut, le groupe des automorphismes des structures
de ce type. Nous allons calculer le quotigptAut, . Les SO(3)-structures étant isomorphes Adut,
c'est a dire Ayt = C°(J*,SO(3))x Diff *(J*), J* = ]-1,+1[.

Nous pouvons sans difficultés transcrire les lemmes 5.12 et 5.13 en remplagenty, , R} par J*
et en remplacant : k B;(0) par (k.k,) = (hi(-1),hi(+1)). Ceci permet d'affirmer, de la méme facon que
précédemment que les seuls invariants de l'action dg ésitle couple (kk,) qui vérifie k O R, et
k,>k;. On a alors la proposition :

5.15 PropositionL'ensemble quotien}, /Aut, est égal a I'ensemble des coupleskgk tels que k
O R, et k>k;. La projection est donnée pao - (hi(-1),hi(+1)) o O ¥,, ouh,est le petit
hamiltonien canonique de. Chaque élémerd dey, se prolonge en un élémeny de Y *[S4]
défini par son moment équivariant :

Lyxy) = sxbsy s =(3.5) avec s=3 Tk, + ki) ets =2 (ky - Vky)

* Pour chaque couple k =4(k,) on peut choisir un moment équivariant particulier défini paip) =
[Ko.(1+p)/2]Y2 1+[K4.(1-0)/2]2 ,. En utilisant le plongement équivariant de SO(3) dansS; = (& x
F,r51) défini dans I'appendice par :

(@p) ~ (x = ((14p)/2)"2gly + (1-p)/2)"2gl2 . y = ((140)/2)Y2gl - (1-p)/2)2 0l 2)

On transporte la structure symplectique invariante. L'image directe du moment g{g&gnt+ sx+sy

ol § et s sont définis par la propositiof.g est & priori défini sur3x £-0;00;, ou O sont les

orbites singulieres de SO(3), mais il se prolonge naturellement et de fagon unique en un élément de
Eq(S;,R3), son petit hamiltonien canonique est la fonction affing= [p_>s§+s§+23132p], il vérifie h

0 C*(JR)*, L définit donc unestructure symplectique invariante §4r: Lg 0 M(Sy) ®

Le quotient} *[ S;J/Aut(S;) étant égal a la réunioh,/Aut,[F g/Aut, on peut résumer les résultats
obtenus par la proposition suivante :

5.16 ThéoremeToute structure symplectique invariante définie lsyrest entierement caractérisée,
modulo I'action du groupe, par un réeDsou par deux réels (s,) tels que 0<gs,. Chaque
structure se prolonge sk = TS ou$; = (£ x S,rgy) par une structure symplectique invariante
de moment suivant les cas : L(x,v) = sx ¥ X ou L(X,y) = $X + Sy .
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Classification des structures suF ; = TS

Nous allons calculer dans ce paragraphe, I'espace quptigRi]/Aut(F,), ceci nous permettra de
trouver les structures symplectiques prolongeabl&s @t celles qui sont complétes. Nous ferons
auparavant une bréve analyse du groupeFAut(

Considérons le cylindre de la projection canonigqueSO(3)- S? (voir Appendice). C'est a dire
I'image de l'applicatio, : SO(3)x R, » $? x R3 définie parp,(g,E) = (d1,(2E}2 gl,). La restriction
de ¢; a SO(3)x R} est un diféomorphisme sur 8 ,. Soit alors un élémer¥ de Autf;), son
transmuté pad; : dtoW o, est un élément de Aut(SO(8)R}) c'est a dire du produit semi-direct de
C>(R%,S0O(3)) par DiffR}). Aut(F,) peut-étre donc considéré comme un sous-groupe de celui-ci, puisque
par continuité, connaissakt sur TS-x ,, on connait¥ sur TS tout entier :

Aut(F,) 0 C*(R%,SO(3))x Diff(R?) (5.17)

Ecrivons encord! O Aut(F,) en terme des variables (xM)TS* O R3 x R3:

W o (V) - (X = Wi(x,v), y* = Wi(X,V)) (5.18)

La propriété d'équivariance dg par rapport a l'action de SO(3) sur?TiBplique, en vertu de la
proposition 3.8 :

ELPi O Eq(F1,R3) i =1,2W(x,v) = n(E)x+s(E)v+t;(E)x x v avec E % [Iv]B

(5.19)
LW 1(x,v),Wa(x,v)0= 0 et [W1(x,V)[|2 = 1 £t O C°(R+,R)
Le groupe DiffR,) est défini comme le groupe :
Diff(R,) = {a O Diff(R%) |a(0) = 0, 0<a'(0) <o , al)(E) <eo si k=2 } (5.20)

5.21 Proposition Le groupe Isodf;) des isogénies de la SO(3)-variétéest isomorphe au groupe de
courant K défini par :

nK O C=(R%, SO(3)) et K(0)J O(2/4)
kO Kq = OK(E)NL= (K(E),(2E}? s(E);(2E}2 t(E))
LK), = (/(E)/(2E}2S(E)(E)
Our, 5, t O C°(R,4,R). L'isomorphisme entre Ket Aut,) est donné par la formule 5.19. Le
groupe AutF,)/Isog(,) est égal a DiffR,).

« Ceci est le résultat d'un calcul élémentaire. ¥dit Isogf,), W est alors donné par la formule 5.19 et
sa factorisation sUR, est l'identité, ce qui s'écrit L{E)]42E[s(E)]>+2E[t,(E)]2 = 2E. En définissant K
comme le transmuté d€ par¢, (voir Appendice) on a (g,E} (gk(E), E), ol en posant¥(x,v) =
(x*,v¥), K(E) = glg*, et g et g* sont donnés par: g = [x V/(2B)x x Vv/Y2(2E) ] et g* =
[x* v*/(2E) 12 x* x v*/(2E)Y3. Ceci permet de calcul&(E)l, etk(E)l, en remplagant x* et v* par leur
valeur donnée en 5.19. Compte tenu des conditioE)l{|| = |k(E)I,|| = 1 etR(E)l 1,K(E)I,0= 0 il est
facile de vérifier que L|r(r2(E)/(2E)1/2) 0 et donc que Lm(E) existe, c'est a dine 0 C°(R,,SO(3)).
Gréace au cylindre de Ia projection SO(3)- S (c' est a dlre (9,E) (911,(2E)2gl ), on peut remonter
l'isogénie¥ en un homéomorphisme de SO&R., défini par : [(g,E}> (9K (E),E)]. Ecrire qu'un tel
homéomorphisme se factorise suTE®st écrire pour E = 0 : cyil(gk(0),0) = cyl@m)(gk(0),0) 0 G tel
que d, =3l4. C'est a dire k(0) est un élément du normalisateur de S 2jui est égal & O(R,).
Considérons maintenant un éléméhtle Autf,) et soita sa projection suR,, a est alors donné par :
a(E) = (r(E)*+E[s(E)+t(E)]?/2. Comme™¥,,W,[= 0, on a pour v = 0 »(0) = 0, et don@(0) = 0

est encore immédiat de constater, grace a la formule qui précédeggtiene combinaison de sommes et
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de produits de fonctions*GsurR, et donc quax 0 C*(R,,R,). La restriction dex aR} est un difféo-
morphisme comme(0) = 0 alorsu est strictement croissante et der(E)>O O E>0. Enfin étant donné
o O Y*[F4], L son moment équivariant Bt son petit hamiltonien canonique on sait & o) est en-
core une forme symplectique invariante qui @ comme moment équivariant lBfoa comme petit
hamiltonien canonique, la condition de régularité¥td o) s'écrit (voir 83)h.oa O C*(R,,R)* donc
h:'(a(E))a'(E)20 O E=0 en particulier pour E = Oh.'(a(0))a'(0)20 a'(0)£0 c'est a dire< 0x'(0)<co.
Réciproquement soit O Diff(R,), posons ¥ : (x,v) - (X, (@(E)/2E}2v). W se projette bien sur,
c'est un élément de AFY) si et seulement si I'application :SE- (a(E)/2E)}/2 est différentiable. Pour
E#£0 ceci est immédiat puisqugE)z0 O E£0. D'autre part, puisque O Diff(R,), a admet un dévelop-
pement de Taylor au voisinage de zéro, en l'utilisant on montre ,dueCs(R,,R), et doncW O
Aut(F,), c'est a dire : le quotient de Alf] par IsogF,) est est le groupe DifR,) o

Ainsi le groupe Autf;) est considéré comme un sous-groupe du produit semi direct(@&.,SO(3))
par Diff(R,) se factorisant sur I'espace?l(S= im(cyl(m). La loi de multiplication est donnée par :

(ki,a;) O C°(R,,SO(3)) x Diff(R,) i = 1,2 1 K1,01)(Kp,09) = (K1.Kp003,0500;)  (5.22)

OUK.Ky = [E- Kq(E) Ko(E)]. Tout élémentk,a) s'écrit évidemment :

(k,0) = (K,1g+)(L,a) avecl : E - 1so (3 (5.23)

Nous avons maintenant suffisament de renseigements pour calculer I'espacedpigmut(F,).
Soito O Y*[F4], L son moment équivariant kBt son petit hamiltonien canonique. De méme qu'au para-
graphe précédent nous avons deux situations différentes suivant le comportemeatraetérisé par les
graphes 3. Dans le cas h. a une asymptote horizontale, on posgra k.(0) et k = h(), dans le cas
& h. n'a pas d'asymptote horizontale et de ce fait est strictement croissant. On noterg getdieles
structures symplectiques décrites par lesscas®, on a Y *[Fi] = Y.[¥ B.

5.24 Lemme Soito; O Y*[F4] i = 1,2, de petit hamiltonien canonighg Sihl = hZ alors il existe
une isogénie K d&; telle queo, = K*(0,). Si de plus les valeurs asyptotiques des petits hamil-
toniens canoniques (en zéro et a l'infini) coincident il existe un difféomorphiste®, tel que
h% = hg od.

« La démonstration utilise des techniques analogues a la preuve précédente, nous renvoyons le lecteur a [4]
pour une démostration compléte

Nous sommes en mesure de donner maintenant les conditions de prolongement des SO(3)-variétés
symplectiques définies sh.

5.25 Proposition L'ensemble quotient ,/Aut, est égal a I'ensemble des valeurs asymptotiques du
petit hamiltonien canonique c'est a dire des couplégdktels que kO R, i = 1,2 et kZk,. La
projection est donnée paro - (kq,ky) = (h(0),h () (h. est le petit hamiltonien canonique ae
De plusc se prolonge en un élememg de Y *[S;] défini par son moment équivariant L(x,y) =
S1X+Syy oU s = (5,5;) est donné par ;5= ((k) Y2+ (ko) Y)NV2 et s = ((k)2-(kp)Y2)/V2.
L'ensemble quotient, /Aut, est égal a la demie-droiR,. la projection est donnée paw -k =
hy(0). De plus chaque SO(3)-variété symplectiqug gest compléte.

* Grace au lemme 5.24 on déduit que les seuls invariants de I'action du grolie sAu{*[ F4] sont les
valeurs asymptotiques du petit hamiltonien canonique et dphjd;J/Aut(F,) = [R, X R,-A]0R,, ou
A est la diagonale. Considérons alorgl Y, de valeurs asymptotiques du petit hamiltonien canonique
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(k1,k5). Soite O Y*[S4] défini par son moment équivariabtx,y) = sx+s,y ou § et $ sont donnés par
la proposition. Son image réciproque par le plongement équivariant (Appendice) :

et: (xV) - (xv =2v + ([IViL)X)/(1+]IVR))

a comme moment : A(x,v) = {[2E(s;+S,)+51-S:]x +25,v}H/(1+2E) et comme petit hamiltonien
canonique :

hoi(E) = [4(s+5) E+AE(§+9)+(s1-52) Y/ (1+2EF

h. admeth(0) = (5-s,)? eth () = (5+S,)2 comme valeurs asymptotiques. Le systéme a deux inconnues
ki = (5-5,)2 et b, = (5+5,)2 admet au moins la solution indiqguée dans la proposition. @oee
prolonge sur 5x & ene. Considérons maintenaatl] } g et posons s ¥k k = h(0). o est équivalente

a la structure symplectique définie par le momet,v) = sx+xx v. Supposons alors qu'elle se
prolonge, nécessairement Syrgrace a un difffomorphisme équivarig@rdont la factorisation faatj sur

R, définit un difffomorphime dB, a un ouvert de J = [-1,1], c'est a dire un ouvert du typg pu bien
[-1,a[. Le petit hamiltonien canoniqug, transporté par faap vérifie h '(a) = h () = « et donc n'est

pas prolongeable sur d.ne se prolonge pas strictement elle définit une SO(3)-variété symplectique
compléte : (TE0)

5.26 Théoréme Toute structure symplectique invariante définie Buest entierement caractérisée,
modulo l'action du groupe AWR(), soit par un réel=0, elle définit alors une structure
symplectique compléte; soit par deux réelss{s0<s<s,, elle se prolonge dans ce cas&upar
une structure symplectique invariante de moment équivariant L(X0+s,8.

A titre de remarque ajoutons que dans le cas des structures symplectiques complétes s caractérise la
classe de cohomologie deet donc que le quotient des structures symplectiques complétes par les
automorphismes est égal a(FHS%R).

Classification des structures suf,

Puisque %x  est une variété compacte il n'est pas question ici de prolongement, il s'agit seulement
de classifier les structures symplectiques invariantes, c'est a dire de calculer [e$8acaut(S,).
Comme les techniques de démonstration sont du méme type que celles utilisées au paragraphe précédent
nous ne donnerons pas entierement les démonstrations, nous insisterons seulement sur certaines
différences.

Rappelons ques; peut étre considéré comme la réunion de deux exemplaires du cylindre de
l'applicationtt: SO(3)- S2. C'est a dire comme l'image de I'application

o :SO@B)x [1,1] - xR (5.27)

(9.p) - xX=d1y=1pHY2gl, +pgly)

La restriction dep a SO(3)x ]-1,1[ est un difféomorphisme équivariant. Comme au paragraphe
précédent le groupe ASt) peut étre identifié a un sous-groupe, pour la loi usuelle, du produit semi-direct
C*(J*,S0(3))x Diff(J), ou J* = ]-1,1[ et Diff(J) est défini par :

Diff(J) = { a O Homéo(J) pt|y O Diff(J*) et 0 <a'(+1) <o eta®(0) <w k=2}  (5.27)

5.28 Proposition Le groupe Isod;) des isogénies dy est isomorphe au groupe Héfini par :
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K|y O C*(J*:S0(3)) K&1) O O(21,)
KOH, = [OK(E)I1= (a(p).(1-02)Y2y(p),(1-p?) Y2y (p))
K(p)!I2 = (a(p)/(1-p?)Y2by(p);ca(p))

Ou a,b;,¢; O C*(JR). Avec ces notations, lisomorphisme-KP entre ce groupe et ASt) est
donné par :

Wxy) = (X* = Wi(x,v), y* = Wo(x,v)) etWi(x,v) = a(E)x + R(E)v + G(E)x x v

Le groupe quotient Aug()/Isog(,) est égal a Diff(J).

« La démonstration est du méme type que celle de la proposition 5.21. Il faut simplement remarquer que
les éléments de Diff(J) peuvent échanger les points detthaydi correspondent aux orbites singulieres

5.29 Proposition Toute structure symplectique invariamtaléfinie surS; est entierement caractérisé
par un couple de réels s 5,6) tel que 0<g<s, :

1= (k)2 + ()")V2 5 = ((k)H2 - ()VV2 ki = he(21)

ou h; est le petit hamiltonien canonique @el.a formeo est alors équivalente a la structure sym-
plectique invariante canoniqug de moment équivariant : L(x,y) sy avec (x,y)d & x S

« Ceci résulte d'une simple adaptation de la propositione4.25

Notons seulement que s caractérise la classe de cohomolagét dae I'on peut écrire :

> *[Sil/AuUt(Sy) = HY(S? x R) (5.30)
Classification des structures sul,,

Comme l'indique le diagramme 5.8 ce cas concerne la classification et le prolongement des structures
symplectiques invariantes définies dur m>2 aF,, ouS,,. Rappelons qu&*[L,,] peut étre considéré
comme un sous-ensemble P8 L,]. Tout moment d'un élément ge[L,,] se reléve sur SO(RR en
un moment qui s'écrit L(g,E) = f(H)gou fO C*°(R,R) etZ,, est identifié &,,(I,). De méme tout
automorphismeéV del,, se reléve en un automorphistelel, qui s'écrit :

¥ = (K,0) W(g,E) = (&(E)a(E) k O C*(R,0(2),)) o 0 Diff(R) (5.31)

La conditionk [0 C*(R,0(2],)) et la condition pourp O Aut(L,) de se factoriser sur,, en¥ O
Aut(L,,). D'autre part I'action de Alt{) sur M[L,,] se traduit sur la fonction f par :

f - tfoa (5.32)

Le groupe des isogénies dg n'agit sury *[ L] que par l'intermédiaire d&,. Considérons I'ensemble
>*[ L] identifié a I'ensemble M[,], lui méme identifié a I'ensemble i C°°(R,R)|f2 0 C*(R,R)*}. On
se restreindra au cas pour lesqlels /2 est strictement croissante. Le groupe des automorphismes sera
donc lui méme restreint auxcroissants o O Diff *(R). Nous partageons I'ensemble des structures en 4
sous-ensembles caractérisés par le nombre d'asymptotes horizontale du petit hamiltonien canonique et de
la valeur nulle ou non de I'une de ces asymptotes, voir graphes 4. En tenant compte de I'équivalence entre
R, R}, et J* comme précédemment, nous nous ramenons aux cas décris dans les graphes 5 (G5). On a
alors la proposition suivante :



Classification des SO(3) variétés symplectique se dimension 4 page 27

5.33 Proposition L'ensemble quotient *[LJ/Aut(L,), m>2, est égal a I'ensemble des couples des
valeurs asyptotiques du petit hamiltonien canonique. On en déduit :

a) Les structures symplectiques invariantes satisfaisanteda &5G5# se prolongent &, par des
éléments dg *[ F,,] dont le moment peut étre choisi égal a :

L.(x,v) =vk €€ x L.(x,v) =Vk eEx

b) Les structures symplectiques invariantes satisfaisants €&5prolongent &, par des éléments
de Y *[S,] dont le moment peut étre choisi égal a :

Ls(x.Y) = (8Pmts)¥X 5= k- ky =k + ky

c) Les structures symplectiques invariantes satisfaisant¥a G&dmettent pas de prolongement
strict, elles définissent des SO(3)-variétés symplectiques complétes qui peuvent étre identifiées a la
réunion des orbites principales Bg, c'est a dire &,,-X ,, muni de la structure symplectique
définie par le momentL ,(x,v) = Ex.

« Un calcul analogue, mais plus simple, qu'au paragraphe précédent permet de montrer a) en utilisant les
plongements équivariants définis dans I'appendice. On utilise en particulier le fait que k soit non nul. b) se
démontre en utilisant les difféomorphismes canoniques entre [ZQ[RI* et S x F-[0;,00;]. C'est

la restriction de l'uniop de deux exemplaires du cylindre de la projectipn SO(3)Z,,,— S?, c'est a

dire :

O V.pm) = (Y)Y = (1Pm AV + prfm(X)

Il suffit de prendre I'image réciproque pig§- d'une structure définie sBy, ayant k et k, comme valeurs
du petit hamiltonien canonique en +1 et —1 et de vérifier ensuitepgye [(S.om*s2)¥4 O C°(JIR).
Enfin si le petit hamiltonien canoniqug est caractérisé par @5.tout prolongement de la structure
symplectique donnerait pour le nouvglune valeur qui I'annulerait. Ce qui est impossible du faithgue
=ffZ0e

Comme dans les cas précédents les structures symplectiques invariantes sont classées par les valeurs
asyptotiques du petit hamiltonien canonique. Mais contrairement dy,casaque structure dg, m>2
ne se prolonge pas nécessairemdry, ausS,,. Une classe de structure, modulo Ayf), ne se prolonge
pas.

Classification des structures suifF, m>2

De méme qu'au paragraphe précédent I'ensepitple,] est identifié a ME,,), lui méme identifié a
l'ensemble {fO C*(R,,R)|f2 0 C*(R,,R)*} grace a la formuleL (x,v) = f(E)x L O M(F,,). Le groupe
Aut(F.), n'agit sur ME,,,)) que par l'intermédiaire d& x Diff(R,) :

(e,a;f) - efoa (g,a) O Z, x Diff(R,) (5.34)

La situation est ici analogue a celle du tasa I'exeption du fait que le petit hamiltonien canonique
ne peut s'annuler nulle part $&r. Nous donnons donc le résultat sans démonstration :

5.35 Proposition L'ensemble quotient *[ F,]/Aut(F,), m>2, est égal a I'ensemble des couples des
valeurs asyptotiques gk h(0) et k, = h(e0) du petit hamiltonien canonique. On en déduit :
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a) Si k, O R} la structure se prolongeSa par des éléments e[ S,,] dont le moment peut étre choisi
égal a:
Ls(x.y) = (8Pm+$) 2% s1=ki- Ky =K+ ko

b) Si k, = 0 la structure n'admet pas de prolongement strict, elle définit une SO(3)-variété
symplectique compléte, équivalente a celle définie par le moment :

L.(x,v) = seFx s = (2k}2

c) Si k, = +o la structure n‘admet pas de prolongement strict, elle définit une SO(3)-variété
symplectique compléte, équivalente a celle définie par le moment :

L.(x,v) = séx s = (2k}?2

Remarquons que contrairement au Ea®u il n'y a qu'une famille de structures non (strictement)
prolongeables, il y a ici deux familles, ceci vient du fait queSsum>2, le petit hamiltonien canonique
ne peut pas s'annuler sur les orbites singuliéres.

Classification des structures suf, m>2

Le casS,, n'offre pas plus de difficultés, aprés ce qui vient d'étre dit dans les paragraphes précédents.
Nous nous contenterons d'énoncer les résultats.

5.36 Proposition Toute structure symplectique invariante définie $yest entierement caractérisée,
modulo l'action du groupe AB(), par I'ensemble des valeurs au bord du petit hamiltonien
canonique : {k,ko} = { ho(-1),h(+1)}. Elle est équivalente & la structure symplectique définie par le
moment équivariant :

Ls(x,y) = (259:Pm+s;,%+s,2) 2 x avec § = (k)% (kp)Y2)V(2) et g = ((kp)M> (k)22
Classification des structures sut,

Ce cas concerne la classification et le prolongement éventuel des structures symplectiques invariantes
deéfinies sul, a TP(2R), F,, P(2C) ou S, comme l'indique le diagramme 5.8. Comme les techniques
de démonstration et arguments sont contenus dans les paragraphes précédents, nous nous contenterons de
donner les résultats.

Soito O Y*[L,] h. et son petit hamiltonien canonique, modulo son sens de croissance ce dernier peut
étre d'un des types décrit par les graphes 4. De méme que précédemment les seuls invariahtg de Aut(
sont les valeurs asymptotiques :

(kyka) = ((e(-00),nc(+00)) (5.37)

Mais ici, comme dans le cas du stabilisateur princhalchaque situation se prolonge a une des
quatre variétés suivantes : TRR2,F,, P(2C) ouS,. Dans le ca# (graphes 4h. n'a qu'une asymptote
horizontale d'équation y = @, se prolonge sur TP®) ou le moment s'annule sur l'orbite singuliere.
Dans le ca® n'a qu'une asymptote horizontale d'équation ¥G; & se prolonge suf, ou le moment ne
peut pas s'annuler sur l'orbite singuliere. Dans leschsa deux asymptotes horizontales d'équation y =
0 ety =k, o se prolonge sur P@) ou le moment s'annule sur l'orbite singuliereg QAppendice).
Dans le caw, h. a deux asymptotes horizontales d'équation yz0 ket y = k, o se prolonge s, ou
le moment ne peut s'annuler sur aucune orbite singuliére. On a alors la proposition suivante :
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5.38 Proposition Toute structure symplectique invariante définielsuest entierement caractérisée,
modulo I'action du groupe Autf), par un réel=0 ou deux réels; et $ tels que 0<gs,. Dans le
premier cas, si s = 0 la structure est prolongeable a la structure symplectique invariante définie sur
F, définie par son moment équivariant L(x,v) seou bien a une structure canonique d'orbite co-
adjointe de SU(3) définie sur P, par son moment L([x,y]) = sx y (notations §4). Dans le
deuxiéme cas, la structure est prolongeable a la structure symplectique défigauson
moment équivariant L(x,y) = (25p,+8+%)Y/x.

Classification des structures sufP(2R)

Soito O Y*[TP(2,R)], puisque son moment équivariant s'annule sur l'orbite singuliere on a
seulement les deux comportements possibles du petit hamiltonien canonique caractérisé par les graphes 6.
Dans le ca® , h, a une asymptote horizontale déquation y g kst alors prolongeable a R2, Dans
le case, G n'est pas strictement prolongeable.

5.39 Proposition Toute structure symplectique invariante définie sur TH(2st entierement carac-
térisée, modulo l'action du groupe Aut(THXD, par la valeur asymptotique de son petit hamil-
tonien canonique. Si cette valeur n'est pas l'infini alors la structure est prolongeableGuerr(2,
une structure canonique d'orbite co-adjointe de SU(3). Si cette valeur est l'infini alors la structure
est équivalente a la structure canonique d'espace cotangent et définit une SO(3)-variété symplectique
complete.

Classification des structures suiF,

Soito 0 Y*[F,], puisque son moment équivariant ne s'annule pas sur l'orbite singuliére on a trois
comportements possibles du petit hamiltonien canonique caractérisés par les graphes 7. DangJe cas
est croissant ou décroissant mais posséde une asymptote horizontale nansaupeglonge alors &.

Dans le cas, h. est décroissant et posséde la droite d'équation y = 0 comme asymgetprolonge
alors a P(Z7) ou le moment s'annule sur l'orbite singulierg(@ir Appendice). Remarquons que ce
type de situation est impossible dans le Egan>2, car il n'existe pas de SO(3)-variété symplectique
compacte de stabilisateur principal, m>2 pour laquelle le moment s'annulerait sur une orbite
singuliére. Dans le cas, h. n'a pas d'asymptote,n‘est pas strictement prolongeable.

5.40 Proposition Toute structure symplectique invariante définie Suest entierement caractérisée,
modulo l'action du groupe AWf), par les valeurs asymptotiques de son petit hamiltonien cano-
nique : (k;,ks) = (he(0),hg(0)). Si k, est un réel non nul la structure est prolongeabl&siBi
k. est nul la structure est prolongeable sur®(2n une structure canonique d'orbite co-adjointe
de SU(3). Si k est l'infini alors la structure n'est pas strictement prolongeable, elle est équivalente
a celle définie par le moment équivariant L(x,v) &se = (2k, )2 elle définit une SO(3)-variété
symplectiqgue compléte.

Classification des structures suP(2,C)

Soit o O Y*[P(2,C)], son moment équivariant s'écrit L([x,y]) = f(exy (voir 84). Son petit
hamiltonien canoniqui.(e) = (1-e)f(e¥8 s'annule sur l'orbite singuliére,®t a la valeur k = f(GJ8 sur
l'orbite singuliere @. De méme que précédemment c'est cette valeur qui caractémselulo I'action du

groupe Aut(P(Z3)).

5.4 1 Proposition Toute structure symplectique invariante définie sur@®(2st équivalente, modulo
l'action du groupe Aut(P(2)), a une structure symplectique canonique d'orbite co-adjointe de
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SU(3) de moment L([x,y]) = (1/2)sx y. Dans ce cas, comme pdyy, le scalaire s caractérise la
classe de cohomologie de

Résumé

Le tableau 3 résume les résultats concernant ce chapitre de classification des structures symplectiques
invariantes sur les SO(3)-variétés de dimension 4. Nous y donnons pour chaque type de SO(3)-variété
symplectisable = (X,R) la projectiony *[ {] - > *[ {J/Aut({) qui est dans chaque cas I'ensemble (ou le
couple) des valeurs limites du petit hamiltonien canonique. Nous y donnons aussi un représentant
canonique de chaque type de SO(3)-variété symplectique compléte.

Ces résultats appellent quelques remarques :

a) Toute SO(3)-variété symplectique de dimension 4 a stabilisateur principal discret est toujours pro-
longeable a une SO(3)-variété symplectique compléte.

b) L'ensemble quotiemc*[Z]/Aut(Z), OUGC*[Z] désigne I'ensemble des structures symplectiques in-
variantes complétes sqr= (X,R) est, dans le cas du stabilisateur principal discret, égal au deuxieme
groupe de cohomologie de X. En d'autres termes le seul invariant pé&r ésitla classe de cohomologie.

c) Les SO(3)-variétés non compactgs F,, et TP(2R) peuvent étre considérés comme les quotients
Li/Zm, FilZ,, etFiZ,, de méme les SO(3)-variétés compadget P(2C) peuvent étre considérés
comme les quotient$,/Z,, etS;/Z,. D'autre part les SO(3)-variétés non-compactes peuvent étre identi-
fiées a des ouverts invariants des SO(3)-variétés compactes. On peut donc considgrergues?
muni de l'action diagonale est la SO(3)-variété génératrice toutes les autres étant obtenues a partir de celle-
ci par des opérations de restriction et de quotient par diverses actions des grpwo@snotes A).
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SO(3)-Variétés Espace des Stabilisateur Stabilisateur Espace des moments Classe de
4 orbites principal singulier M[C] = z*[Z] cohomologie
S?xM M SO(2) L L(x,m)=sx BR-{0} (s,clE)
(action triviale sur M) o=s.Surfl
L(x.y,E) = fi(E)x + f(E)y + f3(E)xxy
L ;1=SO(3KXR R Z,={1} . f;,0C*(R,R) 0
3
h(::]zO f2
L(x.y,E)=f(E) x
L=l 42y R Zm _ f0C*(R,R) 0
(m>1) he= 2
L(x,v) = f1(E) X + B(E)v + fa(E)xxv
1 1
Fi=TS, R, Z; SO(2) E=, IIVIF fiOC*(R+.R) 5 [f1(0)?
he=75 [+ 2E( + )]
L[x,v] = f(E)xxv
TPR) R, Z, o) E=5 IMF f0C"(R.R) 0
he = E.P
L(x,v) = f(E)x
1 1
Fm R. Zm SO(2) E3IIVHZ fOC*(R+R) g[f(O)]2
(m>1) he = % f2

Tableau 1 - SO(3)-Variétés

symplectiques non

compactes de dimension 4




Espace

SO(3)-Variétés des Stabilisateur Stabilisateur Espace des moments
C orbites principal singulier M[>] = >*[
S?xM L(x,m)=sx &R -{0}
action triviale M S0O(2) L
sur M o=s.Surfd ¢
L(x.y) = fi(p)x + f2(p)y + f3(p)xxy
PxS2 p=<xy> fOC*JR)
(action diagonale) J Z,={1} K1=K,=S0(2) he :% [f1+ 15+ 2pfqf, + (1-pD)FF
h.OC*(JR)*
LGY)=f(pm)X  Pm=<fm(X),y>
Sn = (xS rgm) J Zm Ky =Ky, =S0(2) f OC*(JR)
(m>1) hc:%fz hOC*(IR)*
L[x,v] = f(e)xxv
P(2C) Jo Z, K, =S0(2) e =1-4|x v|f  fOC(Jy,R)
K,=0(2) he :% (1-e)® hcOC®(J,,R)*

Tableau 2 - SO(3)-Variétés symplectiques compactes

de dimension 4




SO(3)-Variétés

Stabilisateur

Stabilisateur

Repésentant canonique
du moment SO(3)

C principal singulier des structures complétes
SPxM SO(2) - L(x,m)=sx SR-{0}
action triviale sur M o=s.Surf ¢
L ;=SO(3xR Z,={1} L Toujours prolongeable
F,=TS? Z,={1} - L(x,v) = sx +xv IR,
§ =582 z;={1} __ L(xy) = six + gy
(action diagonale) 0<si<sy
L, Zy L Toujours prolongeable
F, Z, SO(2) L(x,v) = séx , SR}
TP(2R) Z; 0(2) L(x.v]) = xxv
P(2C) z, {SO(2),0(2)} L(xV)= 3 sxcv , IR
1
Ly (m>2) Zm _ L(xv) = Ex , E = |IVIF
Fm (M>2) Zm SO(2) Ly (x,v)=s & x IR}
L_(x,v)=s eEx IR}
Sm (m>1) Zm {SO(2),S0(2)} L(x,y)=(2s15,p+s7+9) 2%

Tableau 3 - Classification

des SO(3)-Variétés symplectiques




