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Les premiers éeléements de ce qu’on peut appeler le calcul symplectique apparaissent
dans l’œuvre de Joseph-Louis Lagrange àa la fin du dix-huitièeme sièecle, comme un
outil pour la réesolution approchéee des éequations du systèeme des planèetes. Il faudra
ensuite tout le dix-neuvièeme sièecle pour voir se constituer la théeorie mathéema-
tique que l’on appelle aujourd’hui géeoméetrie symplectique. Elle se construira sous
la double influence, d’une part de la théeorie des congruences de courbes (nom
donnée par Johanes Plüucker aux systèemes de courbes déefinies par des éequations
polynomiales) déeveloppéee en particulier par Gaston Darboux dans ses leçcons sur
la Théeorie géenéerale des surfaces [5], et d’autre part sous l’influence du déeveloppe-
ment de la méecanique analytique, notamment grâace aux travaux d’Henri Poincarée
dans sa Nouvelle méecanique céeleste [13]. Ce n’est qu’en 1946 que le terme sym-
plectique, du grec sumplektikos qui signifie littéeralement qui entrelace, sera choisi
par Hermann Weyl [16] pour qualifier un groupe de transformations particulier
intervenant dans l’éetude des complexes de droites 1, déelivrant ainsi son acte de
naisssance àa la géeoméetrie symplectique.

La géeoméetrie symplectique s’occupe surtout, mais pas seulement, des propriéetées
des espaces de solutions des systèemes dynamiques conservatifs. C’est àa dire, es-
sentiellement, des solutions d’éequations difféerentielles du second ordre obtenues
par des principes de minima (principe des travaux virtuels ou encore principe
de moindre action). Dans son déeveloppement, la géeoméetrie symplectique appa-
rait aussi comme un langage unificateur pour poser et réesoudre, le langage n’est
pas neutre, des problèemes d’origines diverses. Elle intervient souvent en rela-
tion avec d’autres théeories mathéematiques, avec la géeoméetrie algéebrique pour les
systèemes complèetement intéegrables, avec la théeorie des singularitées pour l’op-

1. Ce groupe éetait nommée jusqu’alors groupe complexe en réeféerence àa la théeorie dont il
éetait issu (les complexes de droites sont un cas particulier des congruences de courbes), l’am-
bigüııtée avec la théeorie des nombres complexes, introduite par cette déenomination, éetait devenue
insupportable.
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tique géeoméetrique, avec la théeorie des éequations aux déerivéees partielles pour la
méecanique quantique et l’éetude des milieux continus.

Dans les annéees quatre-vingts, sous l’impulsion de Vladimir Arnold et de Mikhail
Gromov une branche plus autonome de la géeoméetrie symplectique est apparue,
la topologie symplectique. Issue du déeveloppement propre de la géeoméetrie sym-
plectique, ses techniques comme ses objectifs en font une théeorie mathéematique
déetachéee a priori de ses préeoccupations originelles. Il n’est pas exclu qu’elle ait
malgrée tout son mot àa dire dans le déeveloppement ultéerieur de la méecanique ou
de la physique, mais cela est une autre histoire. . . C’est ce cheminement de la
méecanique de Lagrange vers la topologie symplectique, via la géeoméetrie symplec-
tique, que nous avons essayée de déecrire dans cet article.

Il n’est pas inutile, autant pour l’historien que pour le mathéematicien, de connâııtre
les origines de la géeoméetrie symplectique qui, si elle n’existe vraiment que depuis
quelques déecennies, date de 1811, quand parait la deuxièeme éedition du traitée de
Méecanique analytique de Lagrange [9].

C’est en éelaborant une méethode pratique de calcul approchée des orbites des
planèetes du systèeme solaire, que Lagrange introduit dans son ouvrage, consacrée àa
l’éetude des éequations se rapportant aux problèemes de la méecanique et l’art de les
réesoudre, les premiers éeléements de calcul symplectique. Plus préecisemment, c’est
le 22 aoûut 1808 qu’il préesente àa l’Institut de France son Méemoire sur la théeorie des
variations des éeléements des planèetes [10] oùu sont déecrits pour la premièere fois ses
crochets et parenthèeses qui déefinissent la structure symplectique de l’espace des
éeléements d’une planèete, nous y reviendrons. Ce méemoire sera suivi de celui Sur la
théeorie géenéerale de la variation des constantes arbitraires préesentéee 13 mars 1809
[11], oùu il géenéeralise sa méethode àa tous les problèemes de méecanique. Il en donnera
une version notablement simplifiéee, et déefinitive, le 19 féevrier 1810 [12]. C’est àa
partir de cette version qu’il éecrira le chapitre de son traitée de méecanique intitulée
Sur la variation des éeléements des orbites elliptiques produite par une force d’im-
pulsion, ou par des forces accéeléeratrices [9, chapitre II, section VII]. Ce volume
ne sera mis en forme et publiée qu’aprèes sa mort, ce qui explique son caractèere
inachevée et peut-êetre le retard àa l’éepanouissement des idéees nouvelles qui y sont
introduites.

Le succèes de la méethode de Lagrange, dont est issue la géeoméetrie symplectique,
sera total puisque c’est en l’utilisant qu’Urbain Le Verrier déecouvre en 1846 une
nouvelle planèete du systèeme solaire : Neptune.

Esquissons, car il est instructif, le raisonnement qui conduisit Lagrange àa poser
les premiers éeléements de calcul symplectique. Il cherchait une méethode simple
de calcul approchée des mouvements des planèetes. Ce problèeme est toujours trop
complexe pour êetre réesolu explicitement.
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Grâace aux travaux d’Isaac Newton, on connaissait déejàa trèes bien àa l’éepoque la
nature des mouvements d’une planèete soumise àa la seule attraction du soleil.
Lagrange note d’ailleurs qu’un des plus beaux réesultats de Newton est d’avoir
éetabli que toutes les orbites des corps céelestes sont de mêeme nature, ce sont des
coniques (ellipses, paraboles ou hyperboles).

Pour caractéeriser complèetement le mouvement d’un corps soumis àa la loi de l’at-
traction universelle autour d’un centre fixe, il faut connâııtre six constantes, les
constantes d’intéegration. Cinq d’entre-elles sont néecessaires pour déeterminer la
conique dans l’espace, Lagrange les notera a, b, h, i, k. Pour les orbites ellip-
tiques, a déesigne le demi-grand axe (ou distance moyenne), b est le paramèetre
de l’ellipse (c’est une fonction simple de a et de l’exentricitée de l’ellipse), i est
l’inclinaison du plan de l’orbite, c’est l’angle entre le plan de l’orbite et celui de
l’ecliptique (plan moyen des orbites des planèetes), h est la longitude du nœud, c’est
l’angle entre ligne des nœuds (intersection du plan de l’orbite et de l’ecliptique)
et une direction fixe, enfin k est la longitude du péerihéelie comptée àa partir de la
ligne des nœuds, c’est l’angle entre la ligne des nœuds et l’axe des foyers.

Si la valeur de ces cinq quantitées permettent de déeterminer la trajectoire de la
planèete, elles ne suffisent pas àa reconstituer son mouvement, il faut savoir oùu
est la planèete sur sa trajectoire àa un instant donnée, ce paramèetre que Lagrange
déesigne par la lettre c est appelée éepoque par les astronomes. La position de la
planèete dans le ciel en tout temps (son mouvement) s’obtient alors en utilisant
les deux lois déecouvertes par Johanes Kepler: les aires déecrites dans l’ellipse par le
rayon vecteur croissent proportionnellement au temps, et la duréee de réevolution
est proportionnelle àa la racine carréee du cube du grand axe.

A deux mouvements distincts correspondent deux familles difféerentes d’éeléements,
ainsi chaque mouvement de la planèete autour du soleil se trouve entièerement déecrit
par les six constantes (a, b, c, h, i, k) que l’on nomme, en astronomie, éeléements de
la planèete.

Comme nous l’avons dit, l’éetude du mouvement de l’ensemble des planèetes est
infiniment complexe, àa cause du grand nombre de paramèetres en jeu et des dif-
ficultées techniques qui en réesultent. Pour l’éetudier malgrée tout, au moins par-
tiellement, Lagrange va considéerer l’influence de l’ensemble des planèetes sur l’une
d’entre elles (la Terre par exemple), comme une perturbation. Il expliquera le
sens qu’il donne àa ce mot par le raisonnement suivant. Imaginons une planèete
perturbéee par le choc instantanée dûu àa l’impact d’un petit astéeröııde. Son orbite en
est affectéee momentanéement mais aprèes le choc sa trajectoire est de nouveau une
conique parcourue selon les mêemes lois de Kepler. L’effet de l’impact sur le mou-
vement de la planèete se réeduit donc seulement àa une modification des éeléements
qui caractéerisent son orbite.

Assimilons alors l’effet de forces perturbatrices permanentes àa une séerie d’impul-

3



sions infiniment petites reçcues de façcon continue par la planèete comme si elle
subissait àa chaque instant l’impact d’astéeröııdes infiniment petits. En éetendant le
raisonnement préecéedent, l’effet des forces perturbatrices sur la planèete se réeduit àa
une variation infinitéesimale continue des éeléements de son orbite. De cette manièere,
le mouvement perturbée de la planèete se trouve déecrit, sur l’espace des éeléements,
par une éequation difféerentielle. La courbe solution déecrira approximativement le
mouvement réeel de la planèete. Cette méethode du calcul des perturbations est
appeléee méethode de la variation des constantes.

D’aprèes les lois de la méecanique, la variation des éeléements (a, b, c, h, i, k) de la
planèete est proportionnelle àa la réesultante des forces perturbatrices. Les coeffi-
cients de proportionnalitée, faisant intervenir des déerivéee des éeléements par rap-
port àa la vitesse, sont a priori des fonctions du temps de la position et de
la vitesse elle-mêeme. En ramenant les forces perturbatrices aux éeléements de
la planèete, et par un jeu d’arguments subtils, Lagrange transforme ce systèeme
difféerentiel en un systèeme apparemment plus compliquée mais dont les coeffi-
cients des forces perturbatrices, qui apparaissent sous la forme de parenthèeses
(a, b), (a, c), (a, h), . . . , (i, k), deviennent indéependants du temps et ne sont fonc-
tions que des éeléements (a, b, c, h, i, k).

La réesolution du systèeme se trouve alors simplifiéee, ce qui est appréeciable dans
une éepoque oùu tous les calculs sont effectuées àa la main. Cette formulation réeduit
d’autre part la multiplication des erreurs d’approximations, et permet àa Lagrange
d’améeliorer un théeorèeme sur la stabilitée séeculaire 2 du grand axe des orbites ellip-
tiques, éetabli par Pierre de Laplace en 1773.

Lagrange note enfin que sa méethode de la variation des constantes qui conduit àa
des réesultats si remarquables et utiles pour l’éetude du systèeme des planèetes peut
s’appliquer àa tous les problèemes de la méecanique, indéependamment de leur type
et du nombre de constantes néecessaires àa leur description.

L’ensemble des parenthèeses qu’il associe ainsi àa chaque systèeme de la méecanique,
oùu plutôot leurs inverses qu’il notera sous forme de crochets [a, b], [a, c], [a, h],
etc. . . constituent les premiers éeléements de calcul symplectique de l’histoire. Ils
déefinissent, sur l’espace des solutions du systèeme, ce qu’en termes modernes on
nomme les composantes d’une formes symplectique. Les préemisses de la géeoméetrie
symplectique éetaient poséees. De nombreux géeomèetres ensuite, parmi lesquels: De-
nis Poisson (les parenthèeses de Lagrange ont éetée déeveloppéees par Poisson et por-
tent déesormais le nom de crochets de Poisson), Wiliam Rowan Hamilton dont nous
reparlerons, Carl Jacobi, Niels Abel, Gaston Darboux, Henri Poincarée, ÉElie Car-
tan, préeciseront le cadre mathéematique de ce qui n’éetait encore qu’une méethode,

2. On appelle, en astronomie, instabilitée séeculaire un type d’instabilitée dont l’effet ne se fait
ressentir qu’aux long des sièecles. La stabilitée séeculaire se déefinit donc par l’absence d’instabilitée
séeculaire.
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et aboutiront àa la constitution de ce corps théeorique qu’on appelle aujourd’hui
géeoméetrie symplectique.

Evidemment ce déeveloppement ne s’est pas fait de façcon linéeaire explicite et
conscient, et il est temps d’abandonner le point de vue historique pour préesenter
le cadre actuel de la géeoméetrie symplectique. Elle se déefinit par son outil principal
qui est la forme symplectique. Pour faire une analogie, la géeoméetrie euclidienne
est celle d’un espace dans lequel on sait mesurer les longueurs et les angles suivant
certaines rèegles. Il en est de mêeme pour les géeoméeries dites non-euclidiennes et
plus géenéeralement pour ce qu’on appelle la géeoméetrie riemannienne dont l’outil
essentiel est le produit scalaire, un procéedée qui àa deux vecteurs associe un nombre.
Une forme symplectique est une machine du mêeme genre, qui fabrique un nombre
àa partir de deux vecteurs, mais les rèegles sont difféerentes. Par exemple, si on y
entre deux fois le mêeme vecteur, le réesultat obtenu est nul, c’est une conséequence
d’une des propriéetées de la forme symplectique, l’antisyméetrie: le signe change
lorsqu’on permute les arguments. Pas moyen de déefinir des longueurs avec un tel
objet. En revanche, elle permet mesurer des surfaces, et c’est mêeme une façcon
de déecrire l’exemple le plus simple: si u et v sont deux vecteurs du plan, l’aire
du paralléelogramme construit sur ces deux vecteurs est la valeur de la forme
symplectique calculéee sur u et v. A peine plus géenéeral, le cas d’une surface est le
prototype des espaces symplectiques àa deux paramèetres. Les vecteurs u et v sont
cette fois tangents àa la surface en un point qui peut varier; la valeur de la forme
symplectique calculéeee sur les vecteurs u et v est encore l’aire du paralléelogramme
qui s’y appuie, mais celui-ci est maintenant dessinée dans le plan tangent 3.

La géeoméetrie symplectique est la théeorie des espaces de paramèetres, que l’on ap-
pelle encore des variéetées 4, munis d’une telle forme symplectique. Il faut se méefier
toutefois du confort intuitif que nous procurent les modèeles de variéetées symplec-
tiques que sont les surfaces, car les théeorèemes importants de la géeoméetrie sym-
plectique sont faux ou éevidents en dimension deux. La géeoméetrie symplectique
n’existe vraiment qu’àa partir de la dimension quatre, la dimension trois éetant ex-
clue par une autre propriéetées des forme symplectique qui éelimine imméediatement
les espaces de dimension impaire. Cela ne signifie pas pour autant que tout espace
de dimension paire soit symplectique. Un des premièers sorites de la théeorie est
qu’il n’existe aucune structure symplectique sur les sphèeres de dimension paire
hormis sur la sphèere de dimension deux (c’est une surface et on a déecrit plus haut
sa structure symplectique). La nature globale des variéetées symplectiques (par ex-
emple leur topologie) est d’ailleurs une des questions majeures: otez un point àa

3. L’aire de ce paralléelogramme, c’est àa dire la valeur de la forme symplectique calculée sur
u et v, est donnée par le produit scalaire entre le vecteur unitaire orthogonal àa la surface (au
point choisi) et le produit vectoriel de u par v.

4. Le terme technique variéetée déesigne un espace dont on sait repéerer les points par des
ensemble de paramèetres en nombre fixée, ce nombre de paramèetres est appelée la dimension de
la variéetée.
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n’importe quelle sphèere de dimension paire, ce qui reste est symplectique.

Dans l’exemple de l’espace des éeléements d’une planèete, la forme symplectique ω
est déefinie par les crochets de Lagrange. Evaluéee sur deux vecteurs u et v tangents
en un point (a, b, c, h, i, k), elle vaut

ω(u, v) = [a, b]uavb + [a, c]uavc + . . . + [i, k]uivk,

oùu ua, ub, . . . , uk, et va, vb, . . . , vk sont les coordonnéees des vecteurs u et v. Cette
expression justifie le terme de composante de la forme symplectique que nous
avons utilisée plus haut pour qualifier ces crochets.

Du point de vue théeorique, le choix explicite des constantes d’intéegration importe
finalement peu, il ne peut êetre guidée que par les exigences de la méecanique.
Comme le fait d’ailleurs remarquer Lagrange, la position et la vitesse du corps
àa un instant fixée caractéerisent son mouvement aussi bien que les éeléements de
son orbite. Pour ce choix particulier de paramèetres la forme symplectique prend
une expression particulièerement simple. Si (q1, q2, q3) et (p1, p2, p3) déesigne les
coordonnéees de la position q et de l’impulsion p (le produit de la masse par
la vitesse) de la planèete, la forme symplectique de Lagrange devient dans ces
nouvelles coordonnéees

ω((p, q), (p′, q′)) =
3∑

i=1

piq
′
i − p′iqi.

On doit àa Darboux d’avoir déemontrée vers 1880 qu’il existe pour n’importe quelle
variéetée symplectique des systèemes de coordonnéees locales, appelées systèemes de
coordonnéees canoniques, dans lesquels la forme symplectique s’exprime aussi sim-
plement. Mais cette propriéetée, certes trèes importante, n’est qu’une propriéetée lo-
cale. Une variéetée symplectique prise au hasard n’est presque jamais éequivalente,
dans son ensemble, àa un tel domaine de coordonnéees canoniques. Il faut en géenéeral
plusieurs systèemes de coordonnéees de ce type pour la déecrire toute entièere, de la
mêeme manièere qu’il faut plusieurs cartes géeographiques pour déecrire le globe.
C’est le cas pour la sphèere que nous avons éevoquée plus haut, mais c’est aussi vrai
pour l’espace des mouvements elliptiques d’une planèete. On pourrait multiplier
les exemples.

A la suite des travaux de Lagrange et de Poisson sur les éequations de la méecanique,
c’est àa Hamilton que reviendra de mesurer la géenéeralitée de cette approche. Il mon-
trera que dans l’espace symplectique des (p, q) que nous venons de déecrire, appelée
espace des phases, l’espace des conditions initiales àa un instant fixée, les éequations
du mouvement pour des forces indéependantes du temps sont éequivalentes aux
suivantes , appeléees éequations de Hamilton:

dqi

dt
=

∂H

∂pi

et
dpi

dt
= −∂H

∂qi

,
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oùu H est la somme de l’éenergie cinéetique et de l’éenergie potentielle des forces
en préesence 5. Les coordonnéees qi sont les configurations du systèeme, chacune
repréesentant un degrée de libertée, et les pi ses impulsions. En libéerant ainsi le calcul
symplectique de son aspect perturbatif pour en faire le langage de la méecanique
analytique (qui devenait alors la méecanique hamiltonienne 6), Hamilton offrait àa
cette dernièere un cadre plus conceptuel, d’aucuns diraient structurant.

C’est essentiellement dans le cadre de ce nouveau formalisme que s’est déevel-
oppéee par la suite l’éetude des systèemes dynamiques, en particulier des systèemes
complèetement intéegrables. On peut véerifier par le calcul que les mouvements s’-
effectuent àa éenergie constante, la fonction H (le hamiltonien du systèeme) reste
constante au cours du temps. On dit que H est intéegrale premièere du systèeme. On
diminue d’autant la complexitée du systèeme que l’on dispose d’intéegrales premièeres
indéependantes en involution, c’est àa dire dont les crochets de Poisson mutuels sont
nuls. Leur nombre ne peut pas êetre supéerieur au nombre de degrées de libertée du
systèeme (la moitiée de la dimension de l’espace des phases), c’est une propriéetée
de la structure symplectique, mais en trouver autant déepend du hamiltonien: il
ne doit pas êetre trop “chaotique”. Si c’est possible, on peut construire un nou-
veau systèeme de coordonnéees dans lequel les éequations de Hamilton deviennent
linéeaires. C’est pour cette raison que de tels systèemes sont dits complèetements
intéegrables.

Ces systèemes ont éetée éetudiées par les plus grands mathéematiciens du dix-neuvièeme
sièecle, notamment Carl Jacobi, Sofia Kowalevskäııa, et surtout Joseph Liouville.
Il s’est intéeressée en particulier aux systèemes complèetement intéegrables dont les
trajectoires sont confinéees dans des réegions limitéees de l’espace de configuration
(l’espace des coordonnéees qi). Dans ce cas les mouvements s’enroulent sur des
tores (imaginer des bouéees), c’est un réesultat de géeoméetrie symplectique.

La toupie est un exemple de systèeme complèetement intéegrable àa deux degrées de
libertée (aprèes réeduction par rapport àa certains paramèetres): outre l’éenergie le mo-
ment cinéetique par rapport àa l’axe est conservée. Un autre exemple de tel systèeme
est celui des géeodéesiques 7 sur un ellipsöııde. Ces géeodéesiques satisfont un systèeme
d’éequations difféerentielles de type hamiltonien qui est complèetement intéegrable. A
l’éepoque oùu Jacobi l’a éetudiée (1838), on mesurait le méeridien terrestre et les trois

5. C’est Christian Huygens qui introduit dans son éetude sur le pendule composée la constante
des forces vives que Lagrange, en son honneur, notera H, bien avant la naissance de W. R.
Hamilton. Aujourd’hui cette fonction est appeléee hamiltonien.

6. Il y a toutefois de subtiles nuances entre ce qu’on appelle méecanique lagrangienne et
méecanique hamiltonienne (ou formalisme lagrangien et formalisme hamiltonien) mais ces di-
verses versions de la méecanique analytique sont complèetement contenues dans la géeoméetrie
symplectique.

7. Une géeodéesique est une courbe dont la longueur entre deux quelconques de ses points est
la plus courte possible parmi tous les chemins qui passent par ces deux points. Par exemple les
géeodéesiques du plan sont les droites, celles de la sphèere sont les grands cercles.
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axes de ce qui n’éetait pas encore le géeöııde, mais l’ellipsöııde terrestre. . . c’éetait un
problèeme de mathéematiques appliquéees.

Ces vingt-cinq dernièeres annéees ont vu un regain d’intéerêet pour les systèemes
complèetement intéegrables. Ils sont apparus dans des domaines divers, théeorie des
champs, méecanique des milieux continus, méecanique statistique. Quatre chercheurs
de l’universitée de Princeton Clifford Gardner, John Greene, Martin Kruskal,
Robert Miura ainsi que Peter Lax déecouvraient àa la fin des annéees soixante que les
ondes solitaires, déecrites par les éequations de Korteweg-de Vries, se comportaient
comme des systèemes complèetement intéegrables ayant une infinitée de degrées de
libertée. Les méethodes employéees réevéelaient un nouveau domaines de recherches
entre géeoméetrie symplectique et géeoméetrie des courbes algéebriques.

Les systèemes ayant la propriéetée de complèete intéegrabilitée sont rares comme l’a
montrée Poincarée au déebut du sièecle. Autrement dit, il est peu probable en choisis-
sant un hamiltonien au hasard qu’il soit intéegrable, mais il est possible de traiter
certains de ces systèemes plus complexes comme des perturbations de systèemes
complèetement intéegrables.

Le théeorèeme le plus céelèebre dans ce domaine, aprèes les travaux de Poincarée,
est connu sous le nom de théeorèeme KAM, du nom de ses auteurs Andrëıı Kol-
mogorov, Vladimir Arnold et Jurgen Moser. Ce réesultat, éelaborée tout au long de
ces dernièeres déecéennies 8, indique que pour de petites perturbations de systèemes
intéegrables, beaucoup de mouvements sont encore confinées sur des tores de l’es-
pace des phases, leurs trajectoires sont donc encore localiséees dans des réegions
bornéees de l’espace de configuration. Autrement dit, les perturbations séeculaires
sont rares pour des systèemes proches de systèemes complèetement intéegrables. Mal-
heureusement, ce théeorèeme purement qualitatif ne nous permet pas de déeterminer
quels mouvements sont concernées. Il ne nous dit pas, par exemple, si la Terre est
sur une trajectoire stable.

Aujourd’hui cette discipline des systèemes dynamiques fait l’objet d’éetudes trèes
fines, oùu la géeoméetrie symplectique laisse parfois la place àa l’analyse et l’arithméetique.
Il faut citer àa ce propos les réesultats de Michel Herman qui permettent notamment
d’éelargir le domaine de validitée du théeorèeme KAM.

Sur un autre plan, l’optique géeoméetrique est un domaine fertile en applications
de la géeoméetrie symplectique. On y éetudie la réeflexion et de la réefraction de la
lumièere lorsqu’on néeglige ses propriéetées ondulatoires, c’est àa dire la dynamique des
fronts d’onde et leurs méetamorphoses. En mathéematique, l’optique géeoméetrique
fait partie de la théeorie des congruences de droites (familles de droites déefinies
par des éequations algéebriques) qui fut un facteur important du déeveloppement

8. Il a éetée annoncée la premièere fois par A. Kolmogorov au Congrées International des
Mathéematiciens de 1954.
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de la géeoméetrie symplectique.

Dans un milieu homogèene et isotrope la lumièere se propage en ligne droite, les
rayons lumineux sont assimilées àa des droites de l’espace, orientéees par le sens de
parcours de la lumièere. L’ensemble de toutes les droites est appelée espace des
rayons. Chacune de ces droites peut êetre considéeréee comme la trajectoire d’une
particule (de lumièere) libre de toute contrainte extéerieure. A ce titre l’espace des
rayons est l’ensemble des mouvements d’un point matéeriel libre, c’est donc une
variéetée symplectique.

Une source lumineuse peut êetre ponctuelle ou éetendue. Dans les deux cas les
rayons lumineux sont éemis perpendiculairement àa une surface qu’on appelle front
(d’onde). La famille de rayons éemise par un front est appeléee congruence de nor-
males, par opposition àa une famille de droites quelconques. Si l’on considèere les
droites du plan, un théeorèeme classique de calcul difféerentiel 9 permet de mon-
trer que toute famille de droites déependant d’un paramèetre (dans le plan, les
fronts sont des courbes) est une congruence de normales, autrement dit: il ex-
iste une source dont elles sont issues. Cette propriéetée tombe en déefaut pour les
droites de notre espace ordinaire àa trois dimension. On ne peut pas toujours faire
passer une surface orthogonalement àa une famille de droites arbitraire. C’est la
géeoméetrie symplectique qui fournit la solution de ce problèeme 10: pour qu’une
famille de droites soit une congruence de normales il faut et il suffit que la forme
symplectique soit identiquement nulle sur cette famille de droites. On dit que
la famille de droites est lagrangienne, nous aurons l’occasion de retrouver cette
propriéetée.

La géeoméetrie symplectique nous offre aussi le moyen d’unifier la loi de Descartes
de la réeflexion des rayons lumineux avec la loi de Huygens de la réeflexion des ondes
lumineuses. Comment se transforme une onde lumineuse aprèes réeflexion sur une
paroi? Le principe de Huygens indique une solution, chaque point de la paroi
se transforme en une source lumineuse, l’onde réefléechie est alors la réesultante de
cette nouvelle famille d’ondes lumineuses. Dans le cadre de l’optique géeomt́trique
l’onde avant sa diffusion par l’obstacle est repréesentéee par la famille des rayons
qui sont issus de la source (son front), c’est une variéetée lagrangienne de l’espace
des rayons. Le passage de l’obstacle est ensuite déecrit, en associant au rayon
incident le rayon réefléechi, par application de la loi de Descartes. Il s’avèere que
cette transformation de l’espace des rayons préeserve la forme symplectique (ses
composantes restent invariantes), la famille lagrangienne des rayons incidents
reste donc lagrangienne au passage de l’obstacle (c’est la traduction géeoméetrique
du principe de Hyugens). La famille de droites obtenue par cette transformation
repréesente ainsi le front de l’onde lumineuse diffuséee. Sa géeoméetrie peut êetre alors

9. Le théeorèeme d’existence et d’unicitée des solutions d’éequations difféerentielles.
10. On peut trouver cette proposition, sous une forme léegèerement difféerente mais éequivalente,

dans les leçcons sur la géeoméetrie des surfaces de Darboux [5].
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facilement reconstruite connaissant la forme de l’obstacle.

La méetamorphose des fronts aprèes le passage d’un obstacle peut faire apparâııtre
certaines singularitées comme, par exemple, les figures obtenues aprèes réeflexion
de rayons lumineux par une surface concave. Il suffit de se faire servir une tasse
de cafée au soleil pour voir se dessiner àa sa surface une telle courbe brillante de
la forme d’un 3 (une néephröııde). Ces singularitées sont appeléees des caustiques 11.
L’éetude, par les méethodes de la géeoméetrie symplectique, de ces caustiques (leur
formes stables) a éetée particulièerement déeveloppéee par V. Arnold et son éecole [3].

L’allure des caustiques déepend àa la fois de la nature de la source lumineuse et
des propriéetées de réeflexion de l’obstacle (un miroir déeformant par exemple). En
interposant un éecran sur le chemin des rayons réefléechis, on obtient une corre-
spondance entre les points du front d’onde et les points d’impact des rayons
sur l’éecran, autrement dit, le front d’onde se projette sur l’éecran. Cette projec-
tion peut donner lieu àa l’apparition de singularitées, comme l’ombre d’une feuille
translucide pliéee sur une surface plane (mais làa au contraire le pli apparâııtra plus
sombre). C’est cette image qu’on observe àa la surface du cafée. L’ensemble de ces
images, quand l’éecran balaye tout l’espace, est appeléee la caustique de l’obstacle.
On peut remplacer l’éecran par une brume léegèere sur le trajet des rayons diffusées 12,
la caustique apparâııt alors sous la forme d’une nappe brillante.

La théeorie des caustiques optiques est donc au confluent de la théeorie des singu-
laritées, populariséee (sinon méediatiséee) en son temps sous le nom de théeorie des
catastrophes, et de la géeoméetrie symplectique. Les caustiques optiques ne sont
pas n’importe quelles singularitées mais des singularitées d’applications lagrangi-
ennes, n’oublions pas que les fronts sont des sous-espaces lagrangiens de l’espace
des rayons. La surface en forme de soucoupe volante repréesentéee sur la figure a
quelques titres àa êetre appeléee caustique 13. Elle a assez intéeressée l’astrophysicien
russe Jakov Zeldovich pour que, aprèes l’avoir mise àa contribution pour donner un
modèele de la formation des galaxies, il l’ait encore exploitéee pour proposer une ex-
plication du phéenomèene O.V.N.I. Les objets soucoupöııdes trèes lumineux déecrits
par les observateurs d’ovnis ne seraient que ces caustiques, objets immateriels
mais bien visibles (comme la courbe àa la surface du cafée) créeées par la réeflexion et
la réefraction de la lumièere, àa travers les nuages par exemple. Cette explication,
sans nul doute séeduisante, est combattue par un théeorèeme déemontrée en 1986 par
le jeune mathéematicien russe Yuri Chekhanov, au risque de rendre leur mystèere
aux ovnis: la surface en question (la soucoupe) n’est pas une enveloppe de rayons

11. Du grec kausticos qui signifie brûulant, en effet l’intensitée de la lumièere se concentre le long
de la caustique.

12. Il existe une trèes belle image de la caustique du miroir sphéerique obtenue par brumisation
dans l’article Optique de l’Encyclopéedie Universalis

13. On la trouve dans les tables des spéecialistes comme une singularitée stable d’application
difféerentiable.
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lumineux. Ce théeorèeme est vraiment symplectique: pour le déemontrer, on ne peut
rester dans l’espace physique, on doit se placer dans l’espace symplectique des
rayons.

Le champ d’application de la géeoméetrie symplectique ne se limite pas, en optique,
aux milieux homogèenes et isotropes. Un rayon de lumièere dans un milieu transpar-
ent suit la courbe minimale pour le chemin optique, c’est le principe de moindre
action de Fermat. La longueur optique déepend de l’indice de réefraction du milieu,
qui peut varier si le milieu est héetéerogèene. Ces courbes sont des géeodéesiques. L’es-
pace des géeodéesiques d’un milieu transparent possèede une structure symplectique
analogue àa celle de l’espace des droites. C’est une propriéetée géenéerale des systèemes
soumis àa un principe de minimum, on les appelle systèemes conservatifs. Ce sont
justement les systèemes dont la méecanique est friande, c’est pourquoi la géeoméetrie
symplectique est un modèele si pertinent.

En éelargissant le concept de systèeme dynamique conservatif singulier àa celui de
variéetée symplectique, qui est une classe d’objets plus large, la méecanique a pu
s’enrichir de systèemes dont on croyait la nature incompatible avec l’aspect clas-
sique. En considéerant le produit de l’espace des phases ordinaire d’une particule
libre par la sphèere àa deux dimensions, Jean-Marie Souriau a construit dans les
annéees soixante un modèele classique de la particule àa spin [17] dont le comporte-
ment quantique s’obtient en appliquant des méethodes de géeoméetrie symplectique.
Ces déeveloppements de la géeoméetrie symplectique en relation avec la méecanique
quantique (notamment àa travers la théeorie des éequations aux déerivéees partielles)
est encore le sujet de nombreux travaux (et controverses).

Toutes les constructions que nous venons d’éevoquer ont néecessitée des déeveloppe-
ment théeoriques importants pour comprendre la géeoméetrie des variéetées symplec-
tiques. Une difféerence fondamentale avec d’autres théeories comme la géeoméetrie
riemannienne, qui éetudie les propriéetées méetriques des espaces, est l’absence d’invariants
locaux. La courbure est un exemple d’invariant méetrique local: aussi petite soit
la réegion de la Terre qui vous intéeresse, vous ne pourrez pas en dresser une carte
plane avec distances et angles éegaux. Mais comme la structure locale des variéetées
symplectique est unique, par application du théeorèeme de Darboux, tous les points
d’une variéetée symplectique sont éequivalents. Pour distinguer deux variéetées sym-
plectiques il faut alors considéerer leurs propriéetées globales, tenir compte de leur
topologie. Ces considéerations sont àa l’origine de la plus réecente branche de la
géeoméetrie symplectique que l’on appelle topologie symplectique. Beaucoup de
réeflexes acquis par la pratique d’autres théeories géeoméetriques ne sont ici d’au-
cune utilitée, il faut tout inventer. Eloignéee a priori des applications, la topolo-
gie symplectique se déeveloppe comme une théeorie autonome. Un peu comme en
théeorie des nombres, on y trouve beaucoup de problèemes dont les éenoncées sont
éeléementaires, mais dont la déemonstration est difficile.
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Le problèeme de topologie symplectique sans doute le plus céelèebre est connu sous le
nom de chameau symplectique (voir figure) oùu l’on essaie de faire passer une grosse
boule par un petit trou 14. Bien entendu, on a le droit de déeformer la boule. Si on
autorise n’importe quelle déeformation, çca passe. Il suffit d’amincir suffisement la
boule. On peut mêeme le faire en préeservant son volume au cours de la déeformation
(penser àa de la pâate àa modeler plutôot qu’àa un ballon de baudruche). Mais si on
se place dans un espace symplectique, mêeme le plus simple possible, et que l’on
impose àa la déeformation de préeserver la forme symplectique, alors c’est impossible
dèes la dimension quatre. Il faut que le diamèetre de la boule soit inféerieur àa celui
du trou!

Une autre manifestation de cette rigiditée symplectique est l’impossibilitée de faire
rentrer n’importe quelle boule dans un long cylindre mince (voir figure). Claude
Viterbo aime préesenter ce réesultat de Gromov [6] comme un principe d’incerti-
tude de la méecanique classique [14]. Si on connait la position et la vitesse de
deux particules en interaction àa un instant donnée avec une certaine incertitude
on aimerait, en laissant éevoluer le systèeme, préevoir la situation de l’une d’entre
elles avec une meilleure préecision. Traduit en termes symplectiques, l’ensemble
des conditions initiales permises par les erreurs de mesures est un petit cube
dans l’espace des phases du systèeme que l’on aimerait voir se transformer en un
long paralléelipipèede mince sous l’action (symplectique) du temps, la section du
paralléelipipèede mesurant la préecision déesiréee. Le théeorèeme préecéedent nous affirme
que c’est impossible.

Les techniques déeveloppéees actuellement en topologie symplectique sont essen-
tiellement de deux types. D’une part l’analyse complexe, c’est àa dire l’utilisation
de la théeorie des nombres complexes, qui permet l’usage de théeorèemes puissants
déejàa connus mais qui met en jeu une théeorie et des méethodes trèes déelicates.
Ces méethodes continuent àa produire de beaux théeorèemes. . . et de nouveaux
problèemes.

Une autre approche, que ses auteurs qualifient de plus éeléementaire—pas tant par
modestie que parce que les notions utiliséees sont plus classiques dans la théeorie—
est celle d’Ikvar Ekeland, Helmut Hofer, Claude Viterbo. . . : au domaine de l’es-
pace qui vous intéeresse (le long cylindre mince, la grosse boule) vous associez
des systèemes difféerentiels hamiltoniens dont vous savez montrer qu’ils ont une
trajectoire ferméee. A chacune de ces trajectoires est associéee par la forme sym-
plectique un nombre appelée action, ces actions permettent àa leur tour de déefinir
une capacitée du domaine, qui est un invariant symplectique grâace auquel vous
saurez distinguer la grosse boule (sa capacitée est son rayon) du cylindre (dont la
capacitée est aussi le rayon).

14. “Il est plus facile àa un chameau de passer par le trou d’une aiguille qu’àa un riche d’entrer
au royaume des cieux” (Evangile selon Saint Luc).
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Issue de la méecanique classique, la géeoméetrie symplectique en est devenue le lan-
gage et l’outil. Nous aurions pu parler de syméetries et d’applications moments, de
réegularisation des systèemes dynamiques, de courbes pseudo-holomorphes, d’inter-
sections lagrangiennes, et bien d’autres constructions de géeoméetrie symplectique.
Son déeveloppement a abouti, sous diverses influences, àa une théeorie qui utilise
un arsenal trèes riche de méethodes mathéematiques, et on peut rester perplexe
devant une telle complexitée. A ce propos, on peut lire dans les leçcons sur les
mathéematiques du dix-neuvièeme sièecle donnéees par Felix Klein, le jugement suiv-
ant: “Malgrée l’indubitable beautée de cette branche, je voudrais cependant mettre
en garde contre une lecture àa sens unique. . . En réealitée, de ces théeories, le physi-
cien ne peut tirer pour ses travaux que trèes peu, et l’ingéenieur presque rien. Elles
constituent en quelque sorte un schéema avec des cases vides qui prennent un sens
seulement aprèes que le monde bigarrée des phéenomèenes (de la Nature) y ait éetée dis-
posée.” Il semble que le déeveloppement de la méecanique et des sciences physiques
de ce sièecle, ne se soit pas accomodée de cette mise en garde. En tous les cas, la
géeoméetrie symplectique s’est réevéeléee comme un domaine des mathéematiques en
plein essor, fourmillant de problèemes divers. Mêeme si son éevolution est aujour-
d’hui devenue autonome, les méethodes variationnelles, les principes de moindre
action et les systèemes hamiltoniens qui en sont àa l’origine. . . lui fournissent encore
certains de ses plus beaux réesultats.

Encadrée 1, Sur la notion de géeoéemtrie

Dèes ses origines, alors que la géeoméetrie n’éetait encore que la “mesure de la Terre”,
l’importance des transformations qu’on appelle aujourd’hui les “isoméetries” éetait
reconnue (penser aux “cas d’éegalitée des triangles”).

En géeoméetrie plane — celle des triangles — on commençcait, dèes le déebut du dix-
neuvièeme sièecle, àa distinguer entre les notions affines (qu’on appelait descriptives)
et les notions méetriques. Les premièeres sont invariantes par tous ls changements
linéeaires de coordonnéees: ce sont les notions de droites, d’alignement, de con-
courance, la notion de milieu, de centre de gravitée, mais pas celle de méediatrice
ou d’orthocentre, puisqu’il existe des transformations linéeaires qui nepréeservent
pas l’orthogonalitée. La notion d’angle droit, elle, est une notion méetrique, elle
est préeservéee par une classe plus restreinte de transformations, les isoméetries, qui
conservent les distances.

C’est àa Felix Klein que revient d’avoir, dans son céelèebre Programme d’Erlangen
(1872) [8], formalisée complèetement ce type de distinction en déegageant un nou-
veau concept de géeoméetrie. Déesormais, une géeoméetrie est l’éetude des propriéetées
qui restent invariantes par une classe donnéee (un groupe, en fait) de transforma-
tions.
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Ainsi la géeoméetrie affine est celle des propriéetées préeservéees par le groupe des
changements linéeaires de coordonnéees, la géeoméetrie méetrique relèeve du groupe
des isoméetries.

Dans le plan, on peut aussi considéerer toutes les transformations linéeaires qui
préeservent les aires. Ce sont tout simplement celles dont la matrice

(
a b
c d

)

véerifie ad− bc = 1. Ce groupe est le groupe symplectique du plan. Plus géenéerale-
ment, la géeoméetrie symplectique est celle des transformations qui préeservent une
forme symplectique.

Encadrée 2, Sur la déefinition d’une forme sym-
plectique

Sur un espace muni de coordonnéees x = (x1, . . . , xm) une forme symplectique
est donnéee par une matrice A(x) = ai,j(x1, . . . , xm) (qui déepend du point x)
antisyméetrique (aj,i = −ai,j) et qui est inversible pour tout x, ce qui force m àa
êetre pair, on éecrira m = 2n, on dit que la forme symplectique est non déegéenéeréee.
On peut considéerer A comme déefinissant une forme difféerentielle

ω =
∑
i<j

ai,j(x)dxi ∧ dxj,

on demande en plus que cette forme soit ferméee, en d’autres termes que

∂aj,k

∂xi

+
∂ak,i

∂xj

+
∂ai,j

∂xk

= 0.

Du point de vue de la méecanique, cette mystèerieuse condition est la traduction
du caractèere conservatif des forces en préesence, c’est àa dire qu’elle déerivent d’un
potentiel.

Le théeorèeme de Darboux dit alors qu’on peut trouver des coordonnéees locales
p1, . . . , pn, q1, . . . , qn telles que

ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi.
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Encadrée 3, Sur les espaces de droites

Toute droite δ du plan R2 est déefinie complèetement par son point r le plus proche
de l’origine, comme le montre le dessin. L’espace des droites du plan est donc une
variéetée àa deux dimensions, c’est une surface, plus préecisemment un cylindre: la
coordonnéee sur la base du cylindre est l’angle θ de la droite avec une direction fixe
(l’axe ox par exemple) et la hauteur h sur la géenéeratrice est la distance àa l’origine
du point r. Dans ce systèeme de coordonnéees la forme symplectique s’éecrit dθ∧dh,
c’est un systèeme de Darboux.

Pour déefinir une droite ∆ de l’espace àa trois dimension R3, le plus simple consiste
àa la repéerer d’abord par son point r le plus proche de l’origine et ensuite par sa
direction déefinie par son vecteur directeur unitaire u. La droite ∆ est entièerement
caractéeriséee par le couple (u, r) oùu u est un vecteur de la sphèere S2 et r est or-
thogonal àa u. De cette façcon, l’espace des droites de R3 est déecrit comme l’espace
des vecteurs tangent àa la sphèere S2. Il faut quatre paramèetres pour repéerer ∆:
deux pour u sur la sphèere et deux autres pour r dans le plan tangent àa u. L’es-
pace des droites de R3 est donc une variéetée de dimension quatre. En utilisant les
coordonnéees sphéeriques usuelles (θ, ϕ) pour repéerer u, et les paramèetres associées
(rθ, rϕ) pour r, la forme symplectique est donnéee par:

cos(2θ)dθ ∧ drθ + cos(θ)dϕ ∧ drϕ + rϕ sin(θ)dθ ∧ dϕ.

Comme on peut le constater ces coordonnéees ne sont pas canoniques. Mais il
suffit de changer de variables:

p1 = 1
2
sin(2θ)

q1 = rθ

p2 = ϕ
q2 = cos(θ)rϕ

pour que la forme symplectique devienne ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2. Ce nouveau
systèeme de coordonnéees est canonique.

Encadrée 4, Sur les origines du calcul symplec-
tique

Le mouvement d’une planèete soumise aux lois de l’attraction universelle est
entièerement caractéerisée par six nombres appelées éeléements et notéees a, b, c, h,
h, i, k. Ce sont des intéegrales premièeres du systèeme, des fonctions du temps t de
la position r et de la vitesse v, constantes le long du mouvement.

Lors d’une perturbation infinitéesimale instantanéee de la planèete, la variation de
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l’éeléement a est donnéee par l’éequation difféerentielle :

da

dt
=

3∑
j=1

∂a

∂vj

dvj

dt
.

D’aprèes les lois de la méecanique, la masse de la planèete éetant prise pour l’unitée,
les terme dvj/dt sont éegaux aux composantes Fj de la réesultante des forces per-
turbatrices. En supposant que ces forces déerivent d’un potentiel Ω, Fi = ∂Ω/∂ri,
et en utilisant l’indéependance de Ω par rapport àa la vitesse v, on obtient

da

dt
=

3∑
j=1

∂a

∂vj

∂Ω

∂rj

− ∂a

∂rj

∂Ω

∂vj

.

En rapportant Ω au temps t et aux éeléements (a, b, c, h, i, k) de la planèete, la
variation de l’éeléement a s’exprime encore sous la forme suivante

da

dt
= (a, b)

∂Ω

∂b
+ (a, c)

∂Ω

∂c
+ . . . + (a, k)

∂Ω

∂k
,

oùu les parenthèeses (a, b), (a, c), . . . , (i, k) sont les fonctions

(a, b) =
∑
j=13

∂a

∂vj

∂b

∂rj

− ∂a

∂rj

∂b

∂vj

(a, c) =
3∑

j=1

∂a

∂vj

∂c

∂rk
− ∂a

∂rj

∂c

∂vj

etc. . .

Un calcul explicite permet de véerifier que ces parenthèeses sont encore des intéegrales
premièeres, elles ne sont fonctions que des éeléements (a, b, c, h, i, k).

Il suffit d’exprimer ensuite les composantes des forces perturbatrices ∂Ω/∂a,
∂Ω/∂b etc. . . en séeries par rapport au temps pour connâııtre de façcon approchéee,
aprèes intéegration

a(t) = a0 + (a, b)
∫ t

0

∂Ω

∂b
dt + (a, c)

∫ t

0

∂Ω

∂c
dt + . . . + (a, k)

∫ t

0

∂Ω

∂k
dt

l’éevolution l’éeléement a sous l’effet des forces perturbatrices. On distingue alors
entre instabilitées péeriodiques et séeculaires suivant que les termes d’approximation
des forces perturbatrices sont des fonctions péeriodiques ou linéeaires du temps. Ce
qui a éetée dit jusqu’ici pour l’éeléement a vaut éevidemment mutatis mutandis pour
tous les autres.

On obtient l’expression des forces perturbatrices en termes des éeléements de la
planèete par inversion des parenthèeses:

∂Ω

∂a
= [a, b]

db

dt
+ [a, c]

dc

dt
+ . . . + [i, k]

da

dt
.
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Les crochets qui apparaissent ici sont eux aussi indéependants du temps. Ce sont
les composantes de la forme sympectique ω déefinie sur l’espace des éeléements de
la planèete par

ω = [a, b]da ∧ db + [a, c]da ∧ dc + . . . + [i, k]di ∧ dk.

C’est cette construction, due àa Lagrange, qui est àa l’origine du calcul symplectique
en méecanique. Il notera l’antisyméetrie des crochets:

[a, b] = −[b, a] [a, c] = −[c, a], . . . , [i, k] = −[k, i]

mais ne relèeve pas la propriéetée dite de fermeture

∂[b, c]

∂a
+

∂[c, a]

∂b
+

∂[a, b]

∂c
= 0,

véerifiéee non seulement pour a, b, c mais pour tout autre triplet d’éeléements. Cette
propriéetée, mise en éevidence plus tard, est capitale dans la déefinition d’une forme
symplectique. Elle est en méecanique la conséequence directe du caractèere conser-
vatif des forces en préesence.
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volume VI, pages 771–805. Gauthier-Villars, Paris, 1877. Lu, le 13 mars 1809
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