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Réesumée

Nous analysons la structure algéebrique du groupe des rapports de
similitudes d’une variéetée symplectique, lorsque le groupe des péeriodes
de la forme symplectique est non nul et de type fini. Nous donnons une
construction qui permet de réealiser tous les groupes permis comme les
groupes des rapports de similitudes d’une forme symplectique sur le
cotangent d’un tore.

1 Introduction

On peut associer, àa toute variéetée symplectique (X,ω), son groupe des simi-
litudes Sω. Ce sont les difféeomorphismes de X, dont l’action dilate la forme
symplectique d’un rapport constant. L’action de Sω, en homologie, nous donne
un certain nombre d’informations sur la nature de son groupe des rapports
de similitudes Rω. Le problèeme se divise alors en deux cas distincts, suivant
que la forme ω est exacte ou non. Lorsque le groupe des péeriodes Pω de ω
est non nul et de type fini, on montre que c’est un sous-groupe des unitées
d’un ordre, d’un corps de nombres algéebriques Kω, associée naturellement àa
Pω. Le groupe Rω est donc du type (Z/2Z)× Zm ou Zm. Nous donnons une
construction géenéerale qui permet de réealiser tout groupe de ce type comme
le groupe des rapports de similitudes d’une forme symplectique, déefinie sur le
cotangent d’un tore dont la dimension est 1 + [P : Z]. Cette construction est
améelioréee dans certain cas, comme par exemple pour les corps quadratiques.
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Dans un prochain article, nous analyserons la situation la plus simple du
cas ω exacte : lorsque X est homogèene pour un groupe de Lie agissant par
similitudes. Nous verrons que les variéetées de ce type se partagent en deux
classes. Leur analyse fait appel àa la géeoméetrie des orbites coadjointes, et
l’action du groupe affine de R.

2 Similitudes d’une variéetée symplectique

On appelle similitude d’une variéetée symplectique (X,ω) tout difféeomorphisme
ϕ de X tel que :

ϕ∗ω = kω. (1)

A priori, k est une fonction difféerentiable sur X, mais dèes que dimX ≥ 4, X
éetant supposéee connexe, cette fonction est constante. Le nombre k est alors
appelée le rapport de similitude de ϕ. La proposition suivante est une simple
géenéeralisation de cette propriéetée.

Proposition 2.1 Soit (X,ω) une variéetée symplectique connexe de dimen-
sion 2n, et ϕ un difféeomorphisme de X tel que : ϕ∗ωm = kωm. Alors, si
1 ≤ m < n la fonction k est constante.

Déemonstration En effet, soit x ∈ X et ξ ∈ TxX. L’espace vectoriel quo-
tient ξ⊥/Rξ est symplectique et de dimension 2n − 2, oùu ξ⊥ déesigne l’or-
thogonal symplectique de ξ. Puisque m < n, il existe alors une famille de
vecteurs (ui, vi), i = 1 . . .m, orthogonaux àa ξ tels que : ω(ui, vj) = δij et
ω(ui, uj) = ω(vi, vj) = 0. On a donc, d’une part : dk ∧ ωm = dϕ∗ωm = 0, et
d’autre part : dk ∧ωm(ξ, u1, v1, . . . , um, vm) = dk(ξ). On en déeduit dk(ξ) = 0
pour tout ξ ∈ TxX. ¥

Le groupe des similitudes de (X,ω) sera notée Sω :

Sω = {ϕ ∈ Diff(X) | ∃k ∈ R− {0} tel que ϕ∗ω = kω}. (2)

Soit χ l’homomorphisme, qui àa toute similitude ϕ associe son rapport k :

χ ∈ Hom(Sω,R− {0}) ϕ∗ω = kω ⇒ χ(ϕ) = k. (3)

2



Son noyau est le groupe des transformations symplectiques et sera notée Dω :

Dω = {ϕ ∈ Diff(X) | ϕ∗ω = ω}. (4)

Son image est un sous-groupe multiplicatif de R − {0} qui sera notée Rω et
appelée le groupe des rapports de similitudes de la variéetée symplectique (X,ω) :

Rω = {k ∈ R− {0} | ∃ϕ ∈ Diff(X) tel que ϕ∗ω = kω}. (5)

Cette situation est réesuméee par la suite exacte de groupes :

1 −→ Dω −→ Sω
χ−→ Rω −→ 1. (6)

Chacun de ces groupes est un invariant de la structure symplectique. En
particulier Rω dont la nature semble plus accessible que celle de Dω. Mal-
heureusement, dans bien des cas Rω est trivial1. Par exemple, lorsque la
variéetée X est de volume fini :∫

X
ωn <∞ ⇒ Rω ⊂ {±1}. (7)

Soit Pω le groupe des péeriodes de la forme symplectique ω :

Pω = {
∫
σ
ω | σ ∈ H2(X,Z)}. (8)

Le groupe Rω agit multiplicativement sur Pω :

k ∈ Rω, p ∈ Pω ⇒ kp ∈ Pω. (9)

En effet, si ϕ∗ω = kω et p =
∫
σ ω, alors kp =

∫
ϕ∗σ ω ∈ Pω. Notons que :

Proposition 2.2 Si Pω 6= {0}, le groupe des rapports de similitudes Rω est
déenombrable. Autrement dit, si Rω n’est pas déenombrable la forme symplec-
tique est exacte.

Déemonstration Remarquons que le groupe des rapports de similitudes de
cω oùu c 6= 0 est identique àa celui de ω. Puisque Pω 6= {0} il existe un cycle
σ tel que

∫
σ ω = 1/c. Alors 1 ∈ Pcω et donc, en vertu de (9) : Rω ⊂ Pcω.

Puisque Pcω est déenombrable, il en est de même de Rω. ¥
1Nous conviendrons de dire que le groupe des rapports de similitudes est trivial lorsqu’il

est au mieux éegal àa Z/2Z.
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Cette proposition implique en particulier que si le sous-groupe des rapports
positifs de similitudes est la demi-droite ]0,∞[ toute entièere alors ω est exacte.
Attention, ω non exacte n’implique pas que le sous-groupe des rapports po-
sitifs de similitudes soit la demi-droite toute entièere. Il suffit de considéerer la
forme symplectique ω = surf ⊕ surf sur S2×S2 privée de la diagonale, oùu surf
est la forme volume canonique. Elle est exacte (elle s’annule sur le géenéera-
teur du H2 qui est l’anti-diagonale) et de volume fini, on a donc àa la fois ω
exacte et Rω = Z/2Z. Cette variéetée n’est autre que le tangent de la sphèere
S2, munie d’une formes symplectique exacte et de volume fini. Cela signi-
fie entre autre qu’aucun champs de Liouville (similitude infinitéesimale) n’est
complet. Il serait peut-être intéeresant de construire un exemple de variéetée
symplectique (exacte) dont le groupe des rapports positifs de similitudes ne
soit pas la demi-droite entièere sans toutefois être déenombrable ?

On peut montrer de façcon géenéerale que :

Proposition 2.3 Soit (X,ω) une variéetée symplectique non exacte. Deux
similitudes homotopes àa travers C∞(X) ont mêmes rapports.

Déemonstration Soit ϕ une homotopie àa travers C∞(X) entre deux si-
mililitudes ϕ0 et ϕ1 de rapports k0 et k1. La 1-forme α déefinie sur X par
intéegration :

αx(ξ) =
∫ 1

0
ω(γ̇x(t), dϕt(ξ)) dt, oùu γx(t) = ϕt(x),

véerifie ϕ∗1ω = ϕ∗0ω+dα, c’est àa dire (k1−k0)ω = dα, et donc, puisque ω n’est
pas exacte, k1 = k0 et dα = 0. ¥

La nature des deux cas, ω exacte ou non, est donc qualitativement difféerente,
dans le premier cas c’est plutôt un problèeme d’analyse : compléetude de
champs de Liouville (similitudes infinitéesimales), dans le second c’est d’abord
un problèeme d’algèebre. Nous nous intéeressons ici au cas pour lesquels ω n’est
pas exacte, et plus particulièerement lorsque son groupe des péeriodes est de
type fini. Pour cela nous avons besoin d’un certain nombre de constructions
algéebriques (voir aussi [BC67]).
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3 Constructions algéebriques

On appelle stabilisateur d’un Q-sous-espace vectoriel E de R, tout nombre
réeel k tel que kE ⊂ E. On note K, l’anneau des stabilisateurs de E :

K = {k ∈ R | kE ⊂ E} (10)

Proposition 3.1 Soit E un Q-sous-espace vectoriel de R, de dimension
finie n = [E : Q]. Son anneau K des stabilisateurs est une extension finie de
Q, c’est-àa-dire un corps de nombres algéebriques. De plus, E est un K-espace
vectoriel, son degrée p = [K : Q] divise n, et dimK E = n/p.

Déemonstration Il suffit de montrer que si k ∈ K et k 6= 0, alors 1/k ∈ K.
La multiplication par k est une application linéeaire de E dont le noyau est
réeduit àa {0}, elle est injective. Puisque E est de dimension finie, elle est
surjective : pour tout y ∈ E il existe x ∈ E tel que kx = y, c’est-àa-dire x =
y/k. Le nombre 1/k est donc un stabilisateur de E. D’autre part, K est une
sous-algèebre de L(E), donc de dimension finie sur Q, comme Q ⊂ K, K est
une extension finie de Q. Enfin, l’espace E est naturellement un K-module,
c’est donc un K-espace vectoriel, on a donc dimQE = dimQK × dimK E. ¥

Considéerons maintenant un réeseau P ⊂ E, c’est-àa-dire un sous-groupe additif
de E tel que P ⊗Q = E. Son anneau des stabilisateurs :

A = {k ∈ R | kP ⊂ P} (11)

est éevidemment un sous-anneau du corps K. De plus :

Proposition 3.2 Soit E un Q-sous-espace vectoriel de R de dimension
finie et P ⊂ E un réeseau. L’anneau A des stabilisateurs de P est un ordre
du corps K des stabilisateurs de E. En d’autres termes : E = P ⊗Q⇒ K =
A⊗Q.

Déemonstration Soit w = (w1, . . . , wn) une Z-base de P , c’est-àa-dire une
Q-base de E = P ⊗Q telle que w(Zn) = P . Soit M la matrice repréesentant
la multiplication par k ∈ K dans la base w, elle peut s’éecrire M = M ′/l oùu l
est le plus petit commun multiple des coefficients de M , et M ′ ∈ Ln(Z). Pour
tout p ∈ P on a donc lkp ∈ P c’est-àa-dire lk ∈ A ou encore k ∈ A⊗Q. ¥
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Nous noterons par la suite U le groupe des unitées de l’ordre A, c’est-àa-dire
le sous groupe des éeléements de A, inversibles dans A :

U = {u ∈ A | 1/u ∈ A}. (12)

Rappelons que sa structure est donnéee par le théeorèeme de Dirichlet :

U ' (Z/2Z)× Zr+s−1, (13)

oùu r est le nombre de places réeelles de K et 2s le nombre de ses places com-
plexes. C’est-àa-dire, les nombre de racines réeelles et complexes du polynôme
caractéeristique d’un éeléement primitif de K.

Il sera commode, pour la suite, de réealiser matriciellement le corps K des
stabilisateurs de E, l’ordre A des stabilisateurs de P et le groupe des unitées
U de A.

Soit w = (w1, . . . , wn) une Z-base de P que nous considèererons aussi bien
comme un ensemble de n nombres réeels (indéependants sur Q), que comme un
isomorphisme linéeaire de Qn sur E. Soit k ∈ K, et M ∈ Ln(Q) la matrice de
la multiplication par k dans la base w. Le diagramme commutatif suivant :

Qn Qn-
M

E E-
k

6
w

6
w

se traduit par :
M = w−1 ◦ k ◦ w ⇔ wM = kw. (14)

Autrement dit, la matrice de la multiplication par k appartient àa l’algèebre
des matrices qui ont w comme (co-)vecteur propre, soit :

MK = {M ∈ Ln(Q) | ∃k ∈ R : wM = kw}. (15)

L’homomorphisme d’algèebre :

χw : MK → K tel que χw(M) = k ⇔ wM = kw, (16)
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est un isomorphisme, puisque les coefficients de w sont indéependants sur Q.
Ainsi MK ' K, autrement dit MK est la réealisation matricielle du corps K
dans la base w.

Introduisons alors les sous-algèebres MP et M×
P :

MP = MK ∩ Ln(Z) et M×
P = MK ∩GLn(Z). (17)

Elles repréesentent respectivement, dans la base w, l’ordre A des stabilisateurs
de P et son groupe des unitées U :

A 'MP et U 'M×
P . (18)

4 Nature algéebrique des rapports de simili-
tudes d’une variéetée symplectique

Soit (X,ω) une variéetée symplectique, et Pω son groupe des péeriodes. Soit Eω
le sous-espace vectoriel sur Q engendrée par Pω :

Eω = Pω ⊗Q, (19)

nous noterons Kω l’anneau des stabilisateurs de Eω, Aω le sous-anneau des
stabilisateurs de Pω et Uω le groupe des unitées de Aω.

Proposition 4.1 Soit (X,ω) une variéetée symplectique dont le groupe des
péeriodes Pω est non nul et de type fini. Le groupe Rω des rapports de simili-
tudes de ω est un sous-groupe des unitées Uω de l’ordre Aω des stabilisateurs
de Pω.

Déemonstration Nous avons vu que le groupe Rω agit multiplicativement
sur Pω (9). Donc, pour tout k ∈ Rω : kPω ⊂ Pω, d’oùu Rω ⊂ Aω. Mais, comme
ϕ est inversible 1/k ∈ Aω et donc Rω ⊂ Uω. ¥

Comme conséequence éeléementaire de cette proposition, on peut déeduire par
exemple :

• si ω est entièere (Pω ' Z) son groupe des similitudes est trivial, en effet
Eω est dans ce cas isomorphe àa Q ce qui entraine Aω = Z/2Z.
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• Si le groupe des péeriodes Pω est engendrée par 1 et θ, oùu θ est un nombre
transcendant, ou même algéebrique de degrée plus grand que 2, le groupe
des rapports de similitudes de ω est aussi trivial puisqu’on a encore,
Eω ' Q.

• Si θ =
√

2 alors Rω peut être non-trivial, ce sera alors un sous-groupe
des puisances de 1 +

√
2.

Comme nous allons le voir maintenant, il est possible de réealiser tout groupe
du type (Z/2Z) × Zm comme le groupe des rapports de similitudes d’une
variéetée symplectique.

5 Variéetée symplectique dont le groupe des
rapports de similitudes est donnée

Soit V une variéetée sur laquelle est déefinie une 2-forme ferméee ε. Bien que ε ne
soit pas symplectique a priori, il est toujours possible de déefinir son groupe
des similitudes Sε et son groupe des rapports de similitudes Rε.

Relevons l’action de Sε sur le cotangent T ∗V , en composant le relevée ordinaire
de ϕ par la dilatation le long des fibres, de rapport χ(ϕ) :

ϕ ∈ Sε, (q, p) ∈ T ∗V ⇒ ϕ̃(q, p) = (ϕ(q), χ(ϕ)ϕ∗(p)). (20)

La 2-forme ω, déefinie sur T ∗V par :

ω = dp ∧ dq + π∗ε, (21)

est symplectique ; oùu dp∧ dq déesigne la forme de Liouville, et π la projection
du cotangent sur sa base. On véerifie imméediatement que Rε ⊂ Rω.

Nous allons appliquer cette méethode pour réealiser tout groupe d’unitées d’un
corps de nombres algéebriques, comme le groupe des rapports de similitudes
d’une variéetée symplectique. La construction qui suit est le fruit de discussions
avec Alexandre Givental, que je remercie tout particulièerement pour cela.

Soit P ⊂ R un sous-groupe de type fini, n = [P : Z], et w = (w1, . . . , wn)
une de ses bases. Soit ε la deux-forme sur R × Rn déefinie, au point (t, x),
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par :

ε = dt ∧ w(dx) avec w(dx) =
n∑
i=1

widx
i. (22)

Elle est invariante par les translations entièeres. Elle déefinit donc, sur le tore
T × T n = (R×Rn)/(Z× Zn), une deux-forme ferméee ε dont le groupe des
péeriodes est justement P .

Pε = P = w(Zn). (23)

Soit E = P⊗Q,K le corps des stabilisateurs de E, A l’ordre des stabilisateurs
de P et U le groupe des unitées de A.

Soit MP l’algèebre des matrices, isomorphe àa l’ordre A des stabilisateurs de P ,
déefini par (17). Relevons trivialement sur R ×Rn l’action de toute matrice
M ∈MP , soit :

M̃ =

(
1 0
0 M

)
. (24)

Puisque M̃ est àa coefficients entiers, elle déefinit un difféeomorphisme ϕM du
tore T × T n. Mais M̃∗ε = dt ∧ w(Mdx), d’oùu l’on déeduit :

M ∈MP ⇒ M̃∗ε = χw(M)ε. (25)

En choisissant V = T × T n, et en appliquant la construction préecéedente, on
obtient :

Pω = P et M ∈MP ⇒ ϕ∗Mω = χw(M)ω. (26)

En particulier le groupe des rapports de similitudes de ω est exactement
le groupe des unitées de l’ordre des stabilisateurs de P . Nous pouvons donc
éenoncer la proposition suivante :

Proposition 5.1 Soit P ⊂ R un sous-groupe de type fini, n = [P : Z], et U
le groupe des unitées de son ordre des stabilisateurs. Il existe sur le cotangent
du tore T × T n une forme symplectique ω telle que Pω = P et Rω = U .

De cette façcon tout groupe d’unitées d’un corps de nombres algéebriques, donc
du type (Z/2Z) × Zm, peut être réealisée comme le groupe des rapports de
similitudes d’une variéetée symplectique.

La construction préecéedente constitue une sorte de linéearisation (homologique)
des variéetées symplectique de groupe de péeriodes donnée.
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Remarque 5.2 Il est possible, dans certains cas, d’améeliorer cette construc-
tion. Considéerons par exemple le groupe P = Z(

√
d) et w = (1

√
d). Déesi-

gnons par w̄ le composée de w par l’automorphisme non trivial de Q(
√
d) :

w̄(x1, x2) = x1 − x2

√
d. La 2-forme ε = dt ∧ w(dx) + ds ∧ w̄(dx), déefinie sur

R4 est symplectique. Faisons agir M ∈ MP sur R4 : trivialement sur t, en
multipliant par χw(M)/χ̄w(M) sur s, et naturellement sur x. Cette action
dilate la forme ε du rapport χ(M). La forme symplectique ε et l’action de
MP , ainsi déefinie, passent au quotient T ×R× T 2. La forme symplectique ω
ainsi obtenue a comme groupe des péeriodes P , et comme groupe des rapports
de similitudes l’ordre des stabilisateurs de P . Pour les corps quadratiques, le
modèele minimal est donc la variéetée de dimension 4 : T 3 ×R. I

6 Obstructions algéebriques supéerieures

Considéerons les groupes de similitudes des puissances extéerieures d’une forme
symplectique ω déefinie sur une variéetée X de dimension 2n. Notons :

Smω = {ϕ ∈ Diff(X) | ϕ∗ωm = kωm}, (27)

oùu ωm déesigne la m-èeme puissance extéerieure de ω et 1 ≤ m ≤ n. Nous avons
vu (proposition 2.1) que pour tout m < n les rapports de similitudes sont
néecessairement constants sur X.

Soit χmω les homomorphismes de Smω dans le groupe multiplicatif R−{0}, qui
associe àa toute similitude son rapport :

χmω (ϕ) = k ⇔ ϕ∗ωm = kωm. (28)

Nous noterons Rm
ω les groupes des rapports de similitudes ainsi construits,

c’est-àa-dire les images de ces homomorphismes :

Rm
ω = χmω (Smω ). (29)

Toute similitude de ω est en particulier une similitude de ωm, autrement dit :

Sω ⊂ Smω et χmω | Sω = (χω)m. (30)

Nous avons donc une séerie d’homomorphismes de Rω dans Rm
ω , pour 1 ≤

m ≤ n, qui restreints aux similitudes positives sont injectifs :

pm : Rω → Rm
ω tel que pm(k) = km. (31)
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Soit Pm
ω le groupe des péeriodes de ωm :

Pm
ω = {

∫
σ
ωm | σ ∈ H2m(X,Z)}. (32)

Notons Amω l’anneau des stabilisateurs de Pm
ω et Um

ω son groupe des unitées.
La proposition (4.1) se géenéeralise facilement àa la suivante :

Proposition 6.1 Soit (X,ω) une variéetée symplectique de dimension 2n.
Supposons que les groupes des péeriodes des puissances extéerieures m-èeme de
ω, 1 ≤ m ≤ n, soient de type fini. Alors le groupe des rapports de similitudes
positifs R+

ω s’injecte dans chacun des groupes des unitées Um
ω des ordre des

stabilisateurs des groupes des péeriodes Pm
ω .

Cela implique en particulier que si, pour un certain m ∈ {1, . . . , n}, le groupe
des péeriodes est entier : Pm

ω ' Z, alors le groupe des rapports de similitudes
est trivial.

L’obstruction éevidente : X compacte, est donc un cas particulier de cette séerie
d’obstructions algéebriques que l’on peut éenoncer sous forme de proposition.

Proposition 6.2 Pour que ω ait un groupe de rapports de similitudes non
trivial, il est néecessaire (mais pas suffisant) qu’àa partir d’un certain rang m,
2 ≤ m ≤ n, le groupe des péeriodes de ωm soit nul, c’est-àa-dire ωm exacte.

C’est le cas, avec m = 2, dans l’exemple construit au paragraphe préecéedent.

7 Conclusion

On a exhibée une séerie d’obstructions algéebriques àa l’existence de similitudes
d’une variéetée symplectique, en lisant leur action en homologie. C’est la partie
la plus simple de l’analyse de ce groupe. On peut léegitimement se demander, si
les variéetées ayant un groupe de rapports de similitudes donnée, sont beaucoup
plus compliquéees que l’exemple que nous avons construit. Par exemple :

1. peut on trouver une variéetée symplectique dont l’homologie, en degrée 2,
soit engendréee par d’autres types de cycles que des tores, et qui admette
un groupe de similitudes non trivial (avec un groupe de péeriodes de type
fini) ?
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2. En quoi les modèeles que nous avons données sont ils mininmaux ? ou
encore

3. trouver toutes les variéetées symplectique de dimension 4 dont le groupe
des rapports de similitudes est (Z/2Z)× Z.

Voilàa certaines questions, peut-être difficiles, qui méeriteraient d’être éetudiéees.
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ÉEcole normale supéerieure de Lyon
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