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  המספרים הממשיים - 1יחידה 

  

 שדה •

 ומתקיימים הכללים, מוגדרות בה" כפל"ו" חיבור"כאשר פעולות , קבוצה נקראת שדה

  :הבאים

  :עבור פעולת החיבור .1

a.  אם,a b F∈ , אז קייםc F∈ כך שמתקיים , יחידa b c+ = 

b.  לכל ): חילופיות(קומוטטיביות,a b F∈  מתקייםa b b a+ = + 

c.  לכל ): קיבוציות(אסוציאטיביות, ,a b c F∈  מתקיים( ) ( )a b c a b c+ + = + + 

d. 0קיים איבר : קיום איבר האפס
F

aכך שלכל ,  F∈  0מתקיים
F

a a+ = 

e. לכל : קיום איבר נגדיa F∈  קיים איברa F− )כך שמתקיים , ∋ ) 0Fa a+ − = 

 :עבור פעולת הכפל .2

a.  לכל,a b F∈  קיים איברc F∈ כך שמתקיים , יחידab c= 

b. לכל : קומוטטיביות,a b F∈  מתקייםab ba= 

c. לכל : אסוציאטיביות, ,a b c F∈  מתקיים( ) ( )ab c a bc= 

d. 1קיים איבר : קיום איבר היחידה
F

F∈ , כך שלכלa F∈  1מתקיים
F

a a⋅ = 

e. אם : קיום איבר הופכיa F∈ ,0a 1אז קיים איבר , ≠
a F

− כך שמתקיים , ∋
1 1Faa

− = 

,לכל : דיסטריבוטיביות .3 ,a b c F∈  מתקיים( )a b c ab ac+ = + 

  

 .האיבר הנייטרלי לחיבור הוא יחיד: טענה •

 

  .20, 10,  נייטרליים לחיבורנניח שקיימים שני איברים : הוכחה -

1 1 2 2 1 20 0 0 0 0 0= + = + 1נסיק כי . = 20   .משמע האיבר הנייטרלי יחיד, =0

 

 .האיבר הנגדי הוא יחיד: טענה •

 

 .1α ,2α, איברים נגדיים כלשהו שני aנניח שקיימים עבור : הוכחה -

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 2 2 20 0a a aα α α α α α α α α α= + = + + = + + = + + = + =  

1נסיק כי    2α α= ,משמע האיבר הנגדי לחיבור יחיד.  
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 תכונות של שדות •

  

,עבור כל  , ,x y a b ששייכים לשדה מתקיימות התכונות הבאות:  

i. 1 2 1 2x y x y x x+ = + ⇒ = 

ii. 0 0x ⋅ = 

iii.  0אםa 0axאזי למשוואה  ≠ b+  .יש פתרון יחיד =

iv. ( ) ( ) ( )x y x y− + = − + − 

v.  אם, 0x y )אזי  ≠ ) 1 1 1xy x y
− − −= 

vi.  0אםx )אזי  ≠ )x x− − = 

vii.  0אםx )אזי  ≠ ) 1
1x x

−− =  

  :הוכחות

i. 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
0 0

x y x y x y y x y y

x y y x y y x x x x

+ = + ⇒ + + − = + + − ⇒

⇒ + + − = + + − ⇒ + = + ⇒ =
 

ii.  0מההגדרה מתקיים 0 0+ )ולכן  , = )0 0 0 0 0x x x x⋅ = + = ⋅ + ⋅. 

0ניתן להסיק  iמטענה  0 0 0 0 0x x x x⋅ + = ⋅ + ⋅ ⇒ ⋅ = 

iii. 0ן שנתון מכיווa :ניתן לבטא, ≠

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0ax b b b ax b a ax a b x a b

− − −+ + − = + − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −  

)הרי שהוא , אם כן מצאנו שאם למשוואה יש פתרון )1
a b

− נציב ונוודא שאכן הפתרון . −

): פותר כל משוואה ) ( )1
0 0 1 0 0ax b aa b b b b b b

−+ = ⇒ − + = ⇒ ⋅ − + = ⇒ − + = 

iv.  מהגדרת הנגדי נובע כי( ) ( ) 0x y x y− + + + )נוכיח כי גם . = ) ( ) ( ) 0x y x y− + − + + = ,

)ומיחידות הנגדי ינבע כי  ) ( ) ( )x y x y− + − = − +: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0x y x y x x y y− + − + + = − + + − + = + =  

 

v. , 0x y )מהגדרת ההופכי נובע כי  . ≠ )( )1 1 1 1 1xx yy− − = ⋅ )וגם , = ) ( ) 1
1xy xy

−
=. 

     :נציב

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1 11 1 1 1

1 11 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1

xx yy xy xy x x yy xy xy

x xy y xy xy x y xy xy xy

x y xy xy xy xy xy x y xy

− −− − − −

− −− − − −

− − − −− − − −

= ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ =

  

 

vi.  0אםx :  אזי נבטא ≠
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0

0

x x x x x x

x x x x x x x x

− − + − = ⇒ − − + − + = + ⇒

⇒ − − + − + = ⇒ − − + = ⇒ − − =
 

 

vii.  0אםx אזי  ≠
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1

1

1 1

x x x x x x x x x x xx

x x x x

− − −− − − − − − − −

− −− −

= ⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ =
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 שדה סדור •

  

,אם לכל " שדה סדור" Fנאמר כי . שדה Fיהי  ,x y z ∈F מתקיימות התכונות הבאות:  

  

x,אם  .1 y ∈F  מהאפשרויות הבאות  בדיוק אחתאזי מתקיימת- x y< ,x y>  או

x y=. 

yאם ):  תורשתיות(טרנזיטיביות  .2 z<  וגםx y<   אזיx z< 

xאם :  אינווריאנטיות .3 y<   אזיx z y z+ < + 

0zנניח  .4 xאם . < y>   אזיzx zy> 

 

 תכונות של שדה סדור •

  

,ר כל עבו , , ,x y u v a ששייכים לשדה סדור מתקיימות התכונות הבאות:  

  

i.  אםx y<  וגםu v<  , אזיx u y v+ < + 

ii. x y< מ "אמx y− > − 

iii.  0נניחx 0xאזי , ≠ −0xאו  <  )ולא שניהם יחד( <

iv.  0נניחa xאם . > y>  אזיax ay< 

v.  0אםx 0yוגם  > 0xyאזי , > > 

vi.  0נניחx 2אזי , ≠ 0x > 

vii.  0אםx 1אז  < 0x
− 0xאם    ; < 1אז  > 0x

− < 

viii.  נניח,y x אם . סימן- שוויx y>  1אז 1x y− −< 

  :הוכחות

i.  מהגדרות השדה הסדור נובע כיx y x u y u< ⇒ + < uוגם כי  + v y u y v< ⇒ + < +. 

xנסיק מכך כי   u y u y v x u y v+ < + < + ⇒ + < +  

 

ii. נוכיח את השקילויות הבאות:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )0 0

x y x x y y x y

x x y y y x

y x y x

< ⇔ + − + − < + − + − ⇔

⇔ + − + − < + − − ⇔

⇔ + − < + − ⇔ − < −

 

 

iii.  0ידוע כיx 0xאזי מהגדרת השדה הסדור נובע כי , ≠ 0xאו  < נובע כי  iiמתכונה . >

0xאם  −0xאזי  < 0xואם , > −0xאזי  > >. 

 

iv.  0נניחa 0aנובע כי אם  iiiמתכונה . > −0aאז  > >. 

xנתון כי  y> . מהגדרת השדה הסדור נובע כי אםx y>  אזax ay− > −.  

axנובע כי אם  iiiמתכונה  ay− > axאזי  − ay<.  

  

v.  0נתון כיy 0נובע   ivולכן מתכונה , > 0 0x xy y xy< ⇒ > ⋅ ⇒ > 
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vi.  0אםx < ,0y 0xyעולה כי מתקיים  vמתכונה  > 2ט גם עבור ובפר, < 0xx x= >. 

0xאם  2מהגדרת השדה הסדור נובע כי  < 0xx x= >. 

vii. 1: טענת עזר 0>.  

1נניח בשלילה : הוכחה של טענת העזר נובע כי   ivאזי מתכונה , >0

1 1x y x y< ⇒ ⋅ > 1אך מהגדרת איבר היחידה עולה כי . ⋅ x x⋅ = ,1 y y⋅ ולכן , =

1 1x y x y< ⇒ ⋅ < 1בסתירה להנחה , ⋅ 0<.  

0xנניח בשלילה כי : viiנוכיח את התכונה  > ,1 0x
− 1נובע כי  ivמתכונה . > 0xx

− < .

1אך לפי הגדרה של איבר הופכי עולה כי  0 1 0xx
− < ⇒  .בסתירה לטענת העזר, >

 

viii.  נניח,y x סימן- שווי ,y x< . מתכונהv  0נובע כיxy >. 

    -נובע כי ניתן לכתוב  viiמתכונה 
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1 1 1 1 1

y x xy y xy x

x y y x y x x y

− −

− − − − − −

< ⇒ < ⇒

⇒ < ⇒ <
  

  

  

 צפיפות השדה הסדור •

x,יהיו  y ∈F , ונניחx y< . קייםz ∈F כך ש-x z y< <.  

  

  :הוכחה -

): באופן הבא zנגדיר את  ) 1 1 1
2 2 2z x y x y

− − −= + ⋅ = ⋅ + ⋅  ,�"2" 1 1
def

= +.  

xנוכיח כי  z y< <:  

1  -ניתן לכתוב  12 2x x x
− −= ⋅ + ⋅ ,1 12 2y y y− −= ⋅ + ומכאן נובע כי , ⋅

1 12 2x x y− −< ⋅ + ⋅ ,1 12 2y y x− −> ⋅ + ⋅.  

:  נימוק�
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2 2

x x x x x x x x

y y y y y y y y

− − − − −

− − − − −

= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = + = ⋅ + ⋅

= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = + = ⋅ + ⋅

�
�
�
�
��

  

1להיות  zהגדרנו את  12 2z x y− −= ⋅ +   –ולכן ניתן להסיק , ⋅

1 1

1 1

2 2

2 2

x x y x z
x z y

y y x z y

− −

− −

< ⋅ + ⋅ ⇒ < 
⇒ < <

> ⋅ + ⋅ ⇒ < 
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 ערך מוחלט •

  

  .שדה סדור Fיהי 

  –והוא מוגדר כך , xידי -מסומן על, x∈Fהערך המוחלט של 

0

0

0 0

x x

x x x

x

>


= − <
 =

  

 

• "min " או"max"  

  

Aותהי הקבוצה  , שדה סדור Fיהי  ⊆ F.  

  -נגדיר מינימום ומקסימום באופן הבא 
{ }
{ }

min

max

a A

a A

A m A m a

A m A m a

∈

∈

= ∈ ∀ ≤

= ∈ ∀ ≥
  

  

  

 טענה •

  .הוא יחיד, יש מקסימום A -אם ל ;הוא יחיד, יש מינימום A-אם ל

1כלומר  . יש שני איברים שמהווים מקסימום A-כי ל נניח: הוכחה - 2, maxm m A=.  

1aמהגדרת המקסימום נובע כי   A
m a∈∀ 1ובפרט גם  ≤ 2m m≥ , ובאותו האופן גם נובע

2aכי   A
m a∈∀ 2ובפרט גם  ≤ 1m m≥.  

) - משני הנתונים נסיק  ) ( )1 2 2 1 1 2m m m m m m≥ ∧ ≥ ⇒ =  

  

 קבוצה אינדוקטיבית •

Iתהי הקבוצה  ⊆ � .I  אם מתקיימות בה שתי התכונות " קבוצה אינדוקטיבית"נקראת

  :הבאות

1. 0 I∈
F

 

2. 1x I x I∈ ⇒ + ∈
F

  

  

 �קבוצת המספרים הטבעיים  •

החיתוך של כל הקבוצות להיות קבוצת  �נגדיר את קבוצת המספרים הטבעיים 

},    כלומר. �האינדוקטיביות של  }I x I x I= = ∈ ∀ ∈� �∩.  

  ).קטנה או שווה מכל הקבוצות האינדוקטיביות �מההגדרה נובע ישירות כי (
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 טענה •

  .היא קבוצה אינדוקטיבית �

  .�נוכיח ששני התנאים להגדרת קבוצה אינדוקטיבית מתקיימים עבור : ההוכח -

0ת נובע כי מהגדרת קבוצה אינדוקטיבי: �∋0נראה כי  .1 I∈  לכלI , ולכן

0 0I∈ ⇒ ∈�∩ 

1xנראה כי  .2 x∈ ⇒ + ∈� אזי  �∋xאם . �∋xכלשהו מקיים  xנניח כי : �

x I∈∩ . 1מהגדרת קבוצה אינדוקטיבית נובע כיx I x I∈ ⇒ + ∈∩ ולכן , ∩

1xניתן להסיק כי  + ∈�. 

  

 לחיבור ולכפל � סגירות •

n,אם  m∈�  אזי,nm n m+ ∈�.  

   –ונגדיר את הקבוצה הבאה , �∋nנבחר )  של סגירות לחיבור( :הוכחה -

{ }B m n m= ∈ + ∈� �  

Bנובע כי  Bמהגדרת הקבוצה  ⊆ , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה B-נוכיח ש. �

Bינבע כי  �ומהמינימליות של  =�.  

mמכאן נסיק כי  n m∈ ⇒ + ∈� �.  

  :קבוצה אינדוקטיבית B- נוודא ש

1. 0n + 0ולכן , �∋ B∈ 

2. ( ) ( )1 1 1m B n m n m n m m B∈ ⇒ + ∈ ⇒ + + ∈ ⇒ + + ∈ ⇒ + ∈� � �  

   –ונגדיר את הקבוצה הבאה , �∋nנבחר )  של סגירות לכפל( :הוכחה -

{ }C m nm= ∈ ∈� �  

Cנובע כי  Cמהגדרת הקבוצה  ⊆ , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה C-נוכיח ש. �

Cינבע כי  �ומהמינימליות של  = �.  

mמכאן נסיק כי  nm∈ ⇒ ∈� �.  

  :קבוצה אינדוקטיבית C- נוודא ש

1. 0n ⋅ 0ולכן , �∋ C∈ 

2. ( )1 1m C nm nm n n m m C∈ ⇒ ∈ ⇒ + ∈ ⇒ + ∈ ⇒ + ∈� � � 

  .)לחיבור �המעבר השני נובע מהסגירות של (
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 טענה •

1nכך שמתקיים , �∋xלא קיים  �∋nלכל  x n< < +.  

  

n∈� ,0לכל : טענת עזר n< , 1מתקיים n≤.  

}נגדיר את הקבוצה : הוכחת טענת העזר }0 1D x x= − ∈ < <� �.  

D י נובע כ Dמהגדרת הקבוצה  ⊆ , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה D-נוכיח ש. �

Dינבע  �ומהמינימליות של  }מכאן נסיק כי . �= }0 1x x∈ < < =   .כמבוקש, �∅

  :אינדוקטיביתקבוצה  D- נוודא ש

0מההגדרה נובע כי  .1 D∈ 

0נתון כי  .2 x< .  0מכאן נסיק 1 1 1x x x D> ⇒ + > ⇒ + ∈.  

  

}נגדיר את הקבוצה : הוכחת הטענה }{ }1E n x n x n= ∈ ∈ < < + = ∅� �.  

E נובע כי  Eמהגדרת הקבוצה  ⊆ , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה E-נוכיח ש. �

Eינבע  �ומהמינימליות של  }מכאן נסיק כי . �= }1x n x n∈ < < + =   .כמבוקש, �∅

  :אינדוקטיבית E- נוודא ש

0כי מההגדרה נובע  .1 E∈. 

1nנרצה להוכיח כי  .2 E n E∈ ⇒ + ∈. 

1nעולה כי הגרירה Eנשים לב שמהגדרת הקבוצה  E n E∈ ⇒ + שקולה  ∋

:  לגרירה הבאה

{ } { }1 1 1 2

a b

x n x n x n x n∈ < < + = ∅ ⇒ ∈ + < + < + = ∅� �
	












� 	
















�

.  

  :כחנו את טענת העזרלכן נוכיח את הגרירה השנייה באותו אופן בו הו

aנתון כי  = 1xולכן מהגדרת הקבוצה נובע כי מתקיים , ∅ n> xאו  + n< . נסיק

bמכאן כי גם  = ∅ :  

 
1 1 2

1 1

i x n x n x b

ii x n x n x b

> + ⇒ + > + ⇒ ∉

< ⇒ + < + ⇒ ∉
  

  

  .אינדוקטיבית כמבוקש Eנסיק כי 
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 טענה •

1nכל  1כסכום   nניתן לבטא את  ≤ 1 ... 1
n

n = + + +���.  

} - נגדיר את הקבוצה הבאה : הוכחה - }0 1 1 ... 1
n

G n n
  

= ∈ = + + + 
  
∪ � ���  

G נובע כי  Gמהגדרת הקבוצה  ⊆ קבוצה אינדוקטיבית  G-נוכיח ש). �∋0כי גם ( �

Gינבע  �ומהמינימליות של , בעצמה =�.  

  :אינדוקטיבית G- נוודא ש

0ההגדרה קובעת כי  .1 G∈ 

1nנרצה להוכיח כי  .2 G n G∈ ⇒ + ∈. 

0nאם : נדון בשני מקרים 1nאזי , = G+ 1כי ניתן לבטא אותו  ∋ 0 1 1n + = + =.  

1אם  1 ... 1n = + + 1nאזי גם , + G+ ן לבטא אותו כי נית ∋

( )1 1 1 ... 1 1n + = + + + +.  

  

 �המספרים השלמים  •

}-ניתן לבטא את קבוצת המספרים השלמים כך  }n n= ± ∈� �  

]או באופן מפורט יותר  ]{ }, ,n m n m= ∈� �  ,[ ] � ( )
,

def

n m n m
n m

n m m n

≥ −
= 

< − −
  

  

 פעולות בשלמים •

:   חיבור וחיסור -

[ ] [ ] � [ ]

[ ] [ ] � [ ] [ ] [ ]

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1

, , ,

, , , , ,

def

def

n m n m n n m m

n m n m n n m m n m n m

+ = + +

− = + = + +
  

]  :כפל - ] [ ] � [ ]1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2
, , ,

def

n m n m n n m m n m m n⋅ = + + 

  

 � המספרים הרציונליים •

, -נבטא את קבוצת המספרים הרציונליים כך  , 0
m

m n n
n

 
= ∈ ≠ 

 
� �  

1  - שוויון בקבוצה זו מוגדר כך  2
1 2 1 2

1 2

m m
m n n m

n n
= ⇔ ⋅ = ⋅  
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 פעולות ברציונליים •

 

 

i. חיבור:  �
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2def

m m m n n m

n n n n

⋅ + ⋅
+ =

⋅
 

ii. נגדי:   �
def

m m

n n

− − = 
 

 

iii. איבר האפס:  �
0

0
def n
=� 

iv. כפל:    �
1 2 1 2

1 2 1 2def

m m m m

n n n n

⋅
⋅ =

⋅
 

v. הופכי:  �

1

def

m n

n m

−
  = 
 

 

  

 טענה •

  .קבוצת הרציונליים עם הפעולות הללו מהווה שדה סדור

1  - את יחס הסדר נגדיר כך  2
1 2 1 2

1 2

m m
m n n m

n n
≤ ⇔ ⋅ ≤ ⋅  

  .את שאר התנאים קל לבדוק

  

 עקרון האינדוקציה •

)תהי  ){ }
n

p n
∈�

  -אם . סדרה של טענות 

1. ( )0p  

2. ( ) ( )1n p n p n∈∀ ⇒ +� 

)אזי  )p n  לכלn.  

  

} - נגדיר את הקבוצה הבאה : הוכחה - }( )B n p n= ∈�.  

  .קבוצה אינדוקטיבית B- נוכיח ש

B נובע כי  Bמהגדרת הקבוצה  ⊆ , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה B-נוכיח ש. �

Bינבע  �ומהמינימליות של  =�.  
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0נובע כי  1מדרישה  .1 B∈ , כי( )0p נכונה. 

1nנובע כי אם   2מדרישה  .2 B n B∈ ⇒ + ∈. 

  .�∋nנכונה לכל  �∋nאזי , �- נסיק כי אם שני התנאים מתקיימים ב

  

 )עקרון הסדר הטוב: או( עקרון המינימום •

  .לכל קבוצה לא ריקה של טבעיים קיים מינימום

Aתהי : הוכחה - ⊆   .אין מינימום A-ונניח בשלילה כי ל, קבוצה לא ריקה �

}  -  נגדיר את הקבוצה הבאה }a A
C k k a∈= ∈ ∀ ≤�.  

C נובע כי  Cמהגדרת הקבוצה  ⊆ �.  

Cינבע  �ומהמינימליות של , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה C- נוכיח ש =�.  

0נובע כי  Cה מהגדרת הקבוצ .1 C∈ , 0כי תמיד מתקיים n≤. 

kנניח כי  .2 C∈ , מהגדרת הקבוצהC  נובע כיk a≤ .מההנחה של-A  אין מינימום

לכן נסיק , אחרת הוא היה מינימום שלה, A-אינו שייך ל kנובע כי 

1 1k a k a k C< ⇒ + ≤ ⇒ + ∈.  

Aנובע כי   Aמהגדרת הקבוצה  C⊆ Aנובע  �=Cומהמסקנה כי , �− = בסתירה , ∅

  .קבוצה לא ריקה Aלהנחה כי 

  

 אינדוקציה מלאה •

)תהי  ){ }
n

p n
∈�

  .סדרת טענות 

)"אם הטענה  )p k  נכונה לכלk n< ∈� "⇐ ( )p n , אזי( )p n  נכונה לכלn.  

  

 משפט •

  אינדוקציה מלאה ⇔עקרון האינדוקציה 

  

  )אינדוקציה מלאה ⇐עקרון האינדוקציה : (הוכחה -

)  - הבאה נגדיר את הקבוצה  ){ }k n
D n p k<= ∈ ∀�  

D נובע כי  Dמהגדרת הקבוצה  ⊆ �.  

Dינבע  �ומהמינימליות של , קבוצה אינדוקטיבית בעצמה Dנוכיח כי  =�.  
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1. 0 D∈ , 0כי עבורn כי , "נכונה באופן ריק"טענת האינדוקציה המלאה  =

0k n k< ⇒ 0kולא קיים , >  .טבעי >

nנניח כי  .2 D∈ . לפי הגדרת הקבוצהD י נובע כ( )p k  נכונה לכלk n<. 

)לפי עקרון האינדוקציה אם   )p k  נכונה אזי( )1p k ולכן נסיק כי  , נכונה +

1n D+ ∈.  

D - ומכיוון ש, Dעקרון האינדוקציה המלאה נכון עבור הקבוצה : מסקנה   =   אם, �

  .�היא נכונה עבור  Dהאינדוקציה המלאה נכונה עבור     

  

  )עקרון האינדוקציה ⇐אינדוקציה מלאה : (הוכחה -

)  -  נגדיר את הקבוצה הבאה ){ }B n p n= ∈ ¬�  

נסמן את . מעקרון המינימום נובע כי לכל קבוצה שמוכלת בטבעיים שאינה ריקה יש מינימום

  .0n-ב Bהמינימום של הקבוצה 

0 0n )- כי מהאינדוקציה המלאה נובע ש ≠ )0p "נכונה באופן ריק."  

0kנובע כי לכל  Bמהגדרת הקבוצה  n< ,( )p k ולכן ניתן להסיק לפי עקרון , נכונה

)האינדוציה המלאה כי גם  )0p n 0בסתירה לטענה , נכונהn B∈.  

  

 קבוצות סופיות •

}: סימון }1,..., n n
A x x

∈
=

�
   ,

i ji j k x≠ ⇒ ≠  

xמספר האיברים בקבוצה יסומן  n=  

  

 טענה •

  .לכל קבוצה סופית ולא ריקה של מספרים טבעיים קיימים מקסימום ומינימום

1nונסמן , nנוכיח באינדוקציה על   :הוכחה - k= +.  

0kעבור  .1  .והוא המינימום והמקסימום, זו קבוצה שמכילה איבר יחיד, =

 nונתבונן בקבוצה בעלת , איברים kנניח כי הטענה נכונה עבור קבוצה בעלת  .2

} - איברים  } { } { }1 1
,..., ,...,

n k n

a b

A x x x x x= = ∪
	




� 	
�

  

לפי הנחת . יש מקסימום ומינימום כי היא מכילה איבר יחיד b- לקבוצה שסימנו ב

 .איברים kיש מקסימום ומינימום כי היא מכילה  a- האינדוקציה לקבוצה שסימנו ב

)  :דירנג ) ( )max max max ,max min min min , minA a b A a b= = 
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 חזקות •

)חזקה היא פעולה מהצורה של  ) ( ) ( )( )1 ,...,f n g f f n=.  

  .ומספרם, מוגדר על ידי אוסף האיברים הקודמים לו n-האיבר ה, כלומר

�: הגדרה
0 1

def

a =  ,�
1n n

def

a a a+ = ⋅  ,0a ≠  

  

 תכונות של חזקות •

 

m,עבור  n∈�  מתקיים- 

1. n m n m
a a a

+= 

2. ( )m
n nma a=  

 

 )1: (הוכחה -

  באינדוקציה

0mעבור  .1 0  -הטענה מתקיימת  = 01n n n n
a a a a a

+⋅ = ⋅ = = 

 - ניתן להסיק כי , כלשהו mנניח כי הטענה נכונה עבור  .2

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1n m n m n m n m n ma a a a a a a a a a a+ + + += = = = 

  

 )2: (הוכחה -

  באינדוקציה

0mעבור  .1 ) -הטענה מתקיימת  = )0
0 01n na a a ⋅= = = 

 –ניתן להסיק כי , כלשהו mנניח כי הטענה נכונה עבור  .3

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1m m n mn n n nm n nm na a a a a a a
+ ++= = = =  
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 שוויון ברנולי-אי •

( )1 1 1
n

x
x nx≥−∀ + ≥ +  

  .nנוכיח באינדוקציה על : הוכחה -

0nאם  .1 ) -אי השוויון מתקיים  = )0
1 1 1 0 1x x+ = ≥ + ⋅ =. 

  -ניתן להסיק כי  , כלשהו nנניח כי הטענה נכונה עבור  .2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1 1 1 1 1 1 1
n n

x x x x nx nx x nx nx x n x
+

+ = + + ≥ + + = + + + ≥ + + = + +

2המעבר הרביעי מבוסס על כך שבשדה סדור תמיד   0nx ≥ ,n∈�. 

  

 )המשך( שדות סדורים •

 

  .שדה סדור Fיהי 

   - הגדרנו את הערך המוחלט להיות 

0

0

0 0

x x

x x x

x

>


= − <
 =

  

  

 טענה •

x,יהיו  r ∈F , ונניח כיx r<  , אזיr x r− < <.  

)פי הגדרת הערך המוחלט מתקיים -על: הוכחה - )max ,x x x= xנתון גם כי . − r<  ולכן

x,ניתן להסיק  x x r− ≤ -נחשב את שני צדדי אי השוויון ונקבל .  >

  
,

, ,

x x x r x r

x x x r x x r x r x r

− ≤ < ⇒ <

− ≤ < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ > −
  

  

 שוויון המשולש-אי •

x,שדה סדור ויהיו  Fיהי  y ∈F ,  אזיx y x y x y− ≤ + ≤ +  

  

  - תקיים מהגדרת הערך המוחלט מ) צד ימין של אי השוויון: (הוכחה -

( ) ( )( )max ,x y x y x y+ = + − +  

)נוכיח כי גם    )x y+  וגם( )x y− x- אינם גדולים מ + y+  -  
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xמהגדרת הערך המוחלט נובע  - x≤ ,y y≤ , ולכן ניתן להסיק-  x y x y+ ≤ +  

xמהגדרת הערך המוחלט נובע  - x− ≤ ,y y− -ולכן ניתן להסיק , ≥

( ) ( )( )x y x y x y− + = − + − ≤ + 

 

) צד שמאל של אי השוויון: (הוכחה -

( ) ( )x x y y x y y x y y x y x y= + + − ≤ + + − = + + ⇒ − ≤ +  

.השוויון-המעבר השני מבוסס על הוכחת צד ימין של אי
  

yהאופן ניתן גם לקבל כי  באותו x x y− ≤ +.  

)  -נסיק  ) ( )( )max ,x y x y x y x y− = − − − ≤ +  

  

 חסמים •

  

u, שדה סדור Fיהי  ∈F , ותהיA ⊆ F קבוצה לא ריקה.  

 

A. חסם מלעיל :u מלעיל של  הוא חסםA ,  אם
a A

a u∈∀ ≤ 

B. חסם עליון :u  הוא חסם עליון שלA  אם– 

i. u חסם מלעיל 

ii.  אם*
u חסם מלעיל ,*

u u≠ , אזי*
u u≤ 

supנסמן את החסם העליון   A 

C. חסם מלרע :u  הוא חסם מלרע שלA ,  אם
a A

a u∈∀ ≥ 

D. חסם תחתון :u  הוא חסם תחתון שלA  אם– 

i. u חסם מלרע 

ii.  אם*
u חסם מלרע ,*

u u≠ , אזי*
u u≥ 

infנסמן את החסם התחתון   A 

  

 טענה •

  .אזי הוא יחיד, עליוןיש חסם  A-אם ל

1נניח כי : הוכחה - 2,u u  חסמים עליונים שלA , 1ונניח בשלילה כי 2u u≠. 

1נניח בלי הגבלת הכלליות כי  2u u<.  מהגדרת החסם העליון נובע כי הוא בפרט גם חסם

ולכן מהגדרת חסם עליון נובע כי , חסם עליון 2uנתון כי  .חסמים מלעיל 1u,2uולכן , מלעיל

1מתקיים  1uובפרט גם עבור החסם מלעיל , כל חסם מלעיל אחר גדול ממנו 2u u> ,

  .בסתירה להנחה
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 אקסיומת השלמות •

U,תהיינה  L נגדיר . �בשדה סדור , קבוצות לא ריקותL U≤  -  
l L u U

l u∈ ∈∀ ∀ ≤  

  -כך ש , �∋cקיים 
l L u U

l c u∈ ∈∀ ∀ ≤ ≤  

  

 )והתחתון( החסם העליון אקסיומת •

  .�-ב )בהתאמה, או תחתון(קיים חסם עליון ) או מלרע(לכל קבוצה לא ריקה וחסומה מלעיל 

  

  שקילות אקסיומת השלמות ואקסיומת החסם העליון •

  תכונת החסם העליון ⇔אקסיומת השלמות : טענה

  

  )אקסיומת השלמות ⇐אקסיומת החסם העליון : (הוכחה -

U,תהיינה  L ונבחר , �בשדה סדור , קבוצות לא ריקותL U≤.  

Lמהנתון  U≤  נובע כי כל איברי הקבוצהU  הם חסמים מלעיל של הקבוצהL.  

  –נחלק לשני מקרים 

sשמקיים  Lאם קיים חסם עליון של   .א u< , קיבלנו כיl s u≤ כנדרש , ≥

 .באקסיומת השלמות

sם אם לא קיים חסם עליון שמקיי  .ב u< , נקבל כי אם כל איברי הקבוצהU  הם

חסם  L-הרי מתכונת החסם העליון נובע כי יש ל, Lחסמים מלעיל של הקבוצה 

s- כך ש, עליון U∈.  

כלומר הוא המינימום של , כחסם עליון נובע שהוא חסם מלעיל מינימלי sמהגדרת 

ומתקיים , קבוצת החסמים המלעיליים
u U

s u∈∀ ≤.  

lקיבלנו כי  s u≤   .כנדרש באקסיומת השלמות, ≥

  

  )אקסיומת החסם העליון ⇐אקסיומת השלמות : (הוכחה -

יש  A-נרצה להראות כי ל. המקיימת את אקסיומת השלמות, קבוצה חסומה מלעיל Aתהי 

  .חסם עליון

}  - Aנגדיר את קבוצת החסמים מלעיל של  }a A
U x a u∈= ∈ ∀ ≤�  

  .אינה ריקה Uיש חסם מלעיל נובע כי  A-מהנתון של
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   -כך ש �∋cמאקסיומת השלמות נובע כי קיים 
a A u U

a c u∈ ∈∀ ∀ ≤ ≤.  

הוא חסם  cומאי השוויון הימני נובע כי , Aחסם מלעיל של  cמאי השוויון השמאלי נובע כי 

  .Uמלרע של 

הוא למעשה החסם מלרע של קבוצת החסמים מלעיל של  Uנשים לב כי החסם מלרע של 

A .חסמים העליונים הוא לפי ההגדרה חסם עליוןחסם מלרע של קבוצת ה. 

  

 קטע •

  ":קטע חסום"

aהוא קבוצת האיברים שמקיימים  סגורקטע חסום  - x b≤ ]ומסומן , ≥ ],a b.  

aהוא קבוצת האיברים שמקיימים  פתוחקטע חסום  - x b< )ומסומן , > ),a b.  

  ":קטע לא חסום"

aהוא קבוצת האיברים שמקיימים  קרן סגורהקטע לא חסום עם  - x≤ , ומסומן[ ),a ∞. 

aהוא קבוצת האיברים שמקיימים  קרן פתוחהקטע לא חסום עם  - x< , ומסומן( ),a ∞.  

  

 מרווח •

A-כך ש, קבוצה לא ריקה Aתהי  ⊆ �.  

Aאם לכל  �- היא מרווח ב,x y A∈ ,x y≠ , מתקיים{ }z x z y A∈ < < ⊆�  

  

 משפט •

  קבוצה היא מרווח ⇔צה היא קטע קבו

  

 )קבוצה היא מרווח ⇐קבוצה היא קטע : (הוכחה -

)נוכיח עבור קטע חסום למחצה  ],I a b= ,אך ההוכחה תקפה לכל סוגי הקטעים.  

x,נניח כי  y I∈ ,x y<.  

  .ולכן קטע הוא מרווח, נרצה להראות שכל איבר ששייך למרווח שייך גם לקטע
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:ובאופן פורמלי נרצה להראות כי  { } ( ],z z x z y z a b I∈ ∈ < < ⇒ ∈ =�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ]

,

,

x y I x y x z y a x b a y b x y x z y

a x z y b a z b z a b

∈ ∧ < ∧ < < ⇒ < ≤ ∧ < ≤ ∧ < ∧ < < ⇒

⇒ < < < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ ∈

 

 )קבוצה היא קטע  ⇐קבוצה היא מרווח : (הוכחה -

  .אך ההוכחה תקפה לכל סוגי המרווחים, לעיל ומלרענוכיח עבור מרווח חסום מ

infaנסמן . קבוצה לא ריקה וחסומה, מרווח Aתהי  A= ,supb A=.  

  .ולכן מרווח הוא קטע, נרצה להראות שכל איבר ששייך לקטע שייך גם למרווח

}ראות כי  ובאופן פורמלי נרצה לה }z z a z b z A∈ ∈ < < ⇒ ∈�:  

tנניח כי  A∈ .  כלומרa t b< infaכי  , > A= ,supb A=.  

aנתון כי  - t<  וגם כיinfa A= . ניתן להסיק שקייםa x t≤ <.  

aבסתירה להנחה , Aהיה האינפימום של  t, כזה xכי אם לא היה [ t<[.  

tנתון כי  - b<  וגם כיsupb A=.  ניתן להסיק שקייםt y b< ≤.  

tבסתירה להנחה , Aהיה הסופרימום של  t, כזה yכי אם לא היה [ b<[.  

aקיבלנו שמתקיים  x t y b≤ < < }כלומר , ≥ }t z x z y∈ ∈ < בהתאם להגדרת , �>

  .המרווח

  

 הארכימדיות של הממשיים •

  .�-אינה חסומה מלעיל ב �קבוצת המספרים הטבעיים 

 :הוכחה -

  .�- נניח בשלילה שקבוצת המספרים הטבעיים חסומה מלעיל ב

supsנסמן . יש לה חסם עליון, חסומה מלעיל �ומת החסם העליון נובע שאם מאקסי = �.  

1n- כך ש, �∋nהרי שבהכרח קיים , הוא החסם העליון sאם  s> −.  

1s-הרי ש, כזה nאם לא קיים [  sבסתירה להנחה כי , s-הוא חסם מלעיל קטן יותר מ −

  .]חסם עליון

1נסיק כי   1n s n s> − ⇒ + supsבסתירה להנחה , < = �.  

1nהרי שמתקיים  , קבוצה אינדוקטיבית �-מכיוון ש[ + ∈�[.  
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  :מסקנה מתכונת הארכימדיות של הממשיים

0לכל  ε< 10כך שמתקיים , �∋nקיים  �∋ n ε−< <.  

 :הוכחה -

0מהנתון  ε<  10נובע כי ε   ).הטענה הזו הוכחה בתכונות השדה הסדור. (>−

1-כך ש �∋nמהארכימדיות של הממשיים נובע שקיים  nε − <.  

)  -נסיק  ) ( )1 1 1 1 1n n n n nε ε ε ε ε− − − − −< ⇒ < ⇒ < 

  

 משפט •

a,יהיו  b∈� ,1נניח כי מתקיים וa b+ <.  

z, אזי קיים מספר שלם )כך שמתקיים , �∋ ),z a b∈.  

 :הוכחה -

}  –נתבונן בקבוצת השלמים הבאה  }m z z a= ∈ ≤�  

  .aקבוצה זו חסומה מלעיל על ידי 

0aכי אם , אינה ריקה קבוצה זו 1אזי  < m∈ , 0ואםa zנקבל כי , > a z a≤ ⇒ − ≥ − ,

, ומהארכימדיות של הממשיים נובע כי קיים מספר טבעי שגדול מכל מספר ממשי שנבחר

  .−aובפרט גם מהמספר הממשי החיובי 

supsנסמן . חסומה מלעיל ולא ריקה קיים לה חסם עליון m- מכיוון ש m=.  

sנוכיח כי החסם העליון  m∈.  

  :נדון בשני מקרים

0sאם   .א ולכן המקסימום של קבוצת , אזי מכילה מספר סופי של טבעיים mאזי , ≤

 .mהטבעיים הזו הוא החסם העליון של 

0sאם   .ב לקבוצה זו יש . בלבד) שליליים(אזי היא מכילה מספרים שלמים , >

 .mשהוא החסם העליון של , מקסימום שלם

נובע מכך שלכל . הוכחנו שלכל קבוצה לא ריקה של טבעיים קיים מינימום: נימוק[

  .]קבוצה לא ריקה של שלמים שליליים קיים מקסימום

0supנסמן  . m- אם כך נוכל להסיק כי החסם העליון שייך ל m z=.  

  

z-כך ש mהגדרנו את הקבוצה  a≤ , 0ובפרט גם עבור החסם העליון מתקייםz a≤.  
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0: למה[ 1z a+ >.  

0נניח בשלילה : נימוק 1z a+ 0נקבל כי . > 0 1z z a≤ + ≤.  

0נובע  mמהגדרת הקבוצה  01 1z a z m+ ≤ ⇒ +   .]חסם עליון 0zבסתירה לטענה כי  ∋

0 -נסיק  0 01 1 1z a z a b a z b≤ < + ≤ + < ⇒ < +   .כנדרש, >

  

 שלם וערך שבריערך  •

}  - ונגדיר את הקבוצה הבאה , �∋xיהי  }sup z z x∈ ≤ ∈� �.  

  .ל הקבוצה הזו הוא המקסימום שלההחסם העליון ש

]  -נסמן אותו כך . xשל " הערך השלם"נקרא לחסם העליון הזה  ]x.  

}  -מוגדר כך  xשל " הערך השברי" } [ ]x x x= −.  

  

 משפט •

Aתהי  ⊆   .קבוצה לא ריקה וחסומה מלעיל �

0   -מ "הוא חסם עליון אמ Aשל  sהחסם מלעיל  a A
s a sε ε> ∈∀ ∃ − < <  

0 ⇐חסם עליון  s: (הוכחה - a A
s a sε ε> ∈∀ ∃ − < <( 

0εיהי  aאם לא קיים . < A∈ כך ש -s a sε− < אזי אם נבחר , >
2

t s
ε

= נקבל כי  −

sמתקיים  t sε− < sידוע כי לא קיים . > aε− sולכן , > ε− ווה חסם מלעיל שקטן ממה-

s ,בסתירה להנחה ש-s חסם עליון.  

0: (הוכחה - a A
s a sε ε> ∈∀ ∃ − < < ⇐ s חסם עליון( 

  .הוא חסם מלעיל מינימלי נוכיח כי. חסם מלעיל sנתון כי 

uנניח בשלילה שקיים  s< ,כך ש -u  חסם מלעיל שלA.  

0sנבחר   uε = − 0מהתנאי  . < a A
s a sε ε> ∈∀ ∃ − < aנובע שקיים   > A∈ כך ש -

u s a sε= − <   .חסם מלעיל u- בסתירה לטענה ש, >
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 תכונות של חסמים •

A,תהיינה  B aכך שמתקיים  , קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל �∋ s≤ ו -b t≤. 

1. s t+  הוא חסם מלעיל שלA B+.  

A,כמו כן אם כל איברי  B אזי , שליליים-איs t⋅  הוא חסם מלעיל שלA B⋅. 

o הוכחה: 

): הוכחה עבור חיבור ) ( )a s b t a b s t≤ ∧ ≤ ⇒ + ≤ +  

): הוכחה עבור כפל ) ( )0 0a s b t a b a t s t< ≤ ∧ < ≤ ⇒ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅  

2. ( )inf supA A− = − 

o הוכחה:  

0εומכאן נובע כי לכל , Aחסם עליון של  s- נגדיר ש aקיים  < A∈ ,כך ש - 

s a s ε≥ ≥ −.  

)- נכפיל ב sונקבל כי  −1( a s ε− ≤ − ≤ − +.  

)כלומר  . −Aחסם תחתון של  −sמאי השוויון הזה נובע כי  )inf supA A− = −. 

3. ( )sup sup supA B A B+ = + 

o הוכחה: 

supsנגדיר  A= ,supt B=.  

,s t נובע כי  1מטענה . ובפרט גם חסמים מלעיל, חסמים עליוניםs t+  חסם מלעיל

Aשל  B+.  

0εנוכיח שלכל  aקיימים  < A∈ ,b B∈ ,כך ש-s t a b s tε+ − ≤ + ≤ +.  

supsידוע כי  A= , 0ולכן לכל
2

ε
aקיים  < A∈ כך ש-

2
s a s

ε
− ≤ ≤.  

suptידוע כי  B= , 0ולכן לכל
2

ε
bקיים  < B∈ כך ש-

2
t b t

ε
− ≤ ≤.  

  -משני הנתונים נובע 
2 2

s t a b s t s t a b s t
ε ε

ε− + − ≤ + ≤ + ⇒ + − ≤ + ≤ + 

,אם  .4 0a b )אז , < )sup sup supA B A B⋅ = ⋅ 

o באופן דומה להוכחה הקודמת: הוכחה. 
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 משפט •

A,יהיו  B ונניח כי  , ות לא ריקותקבוצ �∋
a A b B

a b∈ ∈∀ ∀ infאזי . ≥ infA B≤. 

 :הוכחה -

aמהנתון  b≤ נובע שכל איבר ב -B  הוא חסם מלעיל של הקבוצהA.  

sup A עיל מינימלי של הוא חסם מלA . נסיק כיsup
b B

A b∈∀ sup, כלומר. ≥ A  הוא

  .Bחסם מלרע של 

inf B  הוא חסם מלרע מקסימלי שלB , ולכןsup infA B≤.  

infברור כי  supA A≤ ,  ולכןinf infA B≤.  

  

 משפט •

A,יהיו  B ונניח כי  , קבוצות לא ריקות �∋
a A b B

a b∈ ∈∀ ∀ ≤.  

 –מתקיימת שקילות בין שלושת התנאים הבאים 

i. sup infA B= 

ii. 0 0
a A b B

b aε ε> ∈ ∈∀ ∃ ∃ ≤ − < 

iii.  קיים בדיוקc∈� כך ש, אחד -  
a A b B

a c b∈ ∈∀ ∀ ≤ ≤  

 :הוכחה -

  .i ⇐ ii ⇐ iii ⇐ i   -כדי להוכיח את השקילות נוכיח את סדרת הגרירות הבאה 

1. i) ⇐ ii( 

supנתון  infA B=.  

sups A= . מטענה קודמת נובע שקייםa A∈ ,  כך שמתקיים
2

s a s
ε

− < ≤.  

infs B= . מטענה קודמת נובע שקייםb B∈ , שמתקיים  כך
2

s b s
ε

≤ < +.  

נתון : נשתמש בשני אי השוויונים
2

b s
ε

< וגם  , +
2 2

s a s a
ε ε

− < ⇒ − > −.  

)נסיק כי   )
2 2

b a s s b a
ε ε

ε ε   + − < + + − = ⇒ − <   
   

. 
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2. )ii ⇐ iii( 

0נתון   0
a A b B

b aε ε> ∈ ∈∀ ∃ ∃ ≤ − <.  

 -כך ש �∋cשקיים מאקסיומת השלמות נובע 
a A b B

a c b∈ ∈∀ ∀ ≤ ≤.  

  .יחיד c- נרצה להוכיח ש

1נניח בשלילה שקיימים  2,c c ∈� ,1 2c c≠ , 1ובלי הגבלת הכלליות נקבע 2c c< ,

1כך שמתקיים  2a A b B
a c c b∈ ∈∀ ∀ ≤ < ≤.  

2נבחר  1c cε = 1ולכן , − 2 2 1 1 10 0a c c b c c b c b cε≤ < ≤ ⇒ < − ≤ − ⇒ < ≤ −.  

1ידוע גם כי  1a c a c≤ ⇒ − ≥ bולכן נקבל , − a ε−   .iiבסתירה לטענה , ≤

3. )iii ⇐ i( 

  - כך ש, אחד �∋cנתון כי קיים בדיוק 
a A b B

a c b∈ ∈∀ ∀ ≤ ≤.  

supנניח בשלילה כי  infA B< . אזי נקבל כי מתקיים–  

    sup inf
a A b B

a A B b∈ ∈∀ ∀ ≤ < ≤  

  .בסתירה לנתון, מצאנו שני איברים שונים שמקיימים את אי השוויון    

  

 משפט •

a,יהיו  b∈�  ,a b< . קייםq∈�  כך שמתקייםa q b< <  

 :הוכחה -

0a b b a< ⇒ − >.  

) - כך ש, �∋nמהארכימדיות של הממשיים נובע שקיים  ) ( )( )1
max ,n b a b a

−
> − − .  

*נסמן 
b nb= ,*

a na= , ונקבל כי- ( ) ( ) ( )1* * 1b a n b a b a b a
−

− = − > − − =.  

*נסיק כי  * 1b a< +.  

*מטענה קודמת נובע שקיים  *na a z b nb= < < ולכן  , =
z

a b
n

< <.  
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 צפיפות •

]תהי  ],A a b⊆ . נאמר כיA צפופה ב-[ ],a b ,  אם לכלa x y b< < מתקיים  >

( ),A x y∩ ≠  .)צפופה בישר הממשי �עולה כי , למשל, מהטענה הקודמת. (∅

  

 משפט •

yלא קיים  2-כך ש, �∋ 2y =.  

 :הוכחה -

נסיק כי ניתן להציג את שתיים כשבר . נניח בשלילה שלשתיים יש שורש רציונלי
p

q
  :מצומצם 

2 2
2 2 2

2
2 2 2 2

p p
y p q

q q

 
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = 

 
.  

22נסיק כי   p , 2ולכןp  2*  - זוגי וניתן להציג אותו כךp p=.  

2נציב את התוצאות במשוואה    22p q= –  

( )2
2 2 * 2 *2 2 *2 22 2 2 2 2 2 2p q p q p q p q= ⇒ = ⇒ ⋅ = ⇒ =  

22נסיק כי   q.  

22שתי המסקנות  p ,22 q  מהוות סתירה להנחה כי השבר
p

q
  .ומצםמצ 

  

 משפט •

0לכל  a< 2x- כך ש, �∋xקיים   �∋ a=.  

 :הוכחה -

1aאם : הערה[ 1aאז  = 1aאם . = הרי שמציאת שורש שקולה למציאת השורש של , >

1
1

a
1a-ולכן נתמקד בהוכחה ב, < >[.  

1aיהי  }  - נגדיר את הקבוצה הבאה . < }2
0,B y y y a= ∈ > <�.  

B נסמן . ולכן יש לה חסם עליון, חסומה ולא ריקהsup B x=.  
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aאם נניח כי . aי "חסומה למשל ע: נימוק[ y< , 2נקבל 2a y< , 2בסתירה לתנאיy a<[.  

2xנוכיח כי  a= , כלומרsup B a= ,חסם עליון ל ומההיגד הקודם שקיים-B  נסיק שלכל

  .יש שורש ממשי aמספר ממשי 

supx-לצורך ההוכחה ש B a= 2נפסול את שתי האפשרויות  =
x a< ,2

x a>:  

2נניח בשלילה   .א
x a< ,  2נגדיר

a xε =   –נתבונן בביטוי הבא , −
4

y x
a

ε
= +.  

ומיד נוכיח שביטוי זה גם , ביטוי זה גדול מאפס כי הוא סכום של שני ביטויים חיוביים

מקיים  

2

2

4
y x a

a

ε = + < 
 

שני תנאים אלה הם התנאים להשתייכות לקבוצה . 

B ,  ולכן נסיק כי
4

x B
a

ε
+ supבסתירה להנחה , ∋ B x=.  

נוכיח כי 

2

2

4
y x a

a

ε = + < 
 

:  

2 2
2 2 2

2
4 4 2 16

y x y x y x x
a a a a

ε ε ε ε = + ⇒ = + ⇒ = + + 
 

  

נדון בביטוי 
2

2
16a

ε
   :2 2

2
1a x a a

a

ε
ε ε ε= − ⇒ < ⇒ < ⇒ <.  

   - לכן נסיק כי 
2 2

2 2 2
1

16 16 16 16 16 16a a a

ε ε ε ε ε ε ε
= ⋅ < ⋅ = ⇒ <  

נדון בביטוי 
2

x
a

ε
2כזכור הנחנו בשלילה שמתקיים  :  

x x a< 1ולכן  , >
x

a
<.  

1  - לכן נסיק כי 
2 2 2 2 2 2

x
x x

a a a

ε ε ε ε ε ε
= ⋅ < ⋅ = ⇒ <  

נצרף את שתי המסקנות ונקבל שמתקיים  
2

2
2 16 2 16

x
a a

ε ε ε ε
ε+ < + <.  

  –ולכן 

2
2 2 2 2 2 2

2
4 2 16 2 16

y x y x x y x y x
a a a

ε ε ε ε ε
ε= + ⇒ < + + ⇒ < + + ⇒ < +  

2הגדרנו      20a x x aε ε= − > ⇒ + 2ולכן נסיק כי , = 2 2y x y aε< + ⇒ <. 

2באופן דומה ניתן להוכיח כי ההנחה    .ב
x a> מובילה לסתירה. 
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  סדרות – 2יחידה 

  

 סדרה •

a:,  יםסדרה היא העתקה מהמספרים הטבעיים למספרים הממשי →� �.  

  .מותאם מספר ממשי) אינדקס(לכל מספר טבעי , כלומר

  

 גבול של סדרה •

)הסדרה  )na  מתכנסת לגבולL∈� ,  אם
0 00 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

):  נסמן )lim
n

n

a L
→∞

)או  = )n
n

a L
→∞
  .אם סדרה אינה מתכנסת נאמר שהיא מתבדרת. →

  

 יחידות הגבול •

)תהי   )na אם . סדרה מתכנסת
1

L,
2

L  הם גבולות של( )na , אזי
1 2

L L=.  

 :הוכחה -

י קיימים נניח בשלילה כ
1

L,
2

L  ,
1 2

L L≠ ,כך ש -( ) 1
lim

n

n

a L
→∞

= ,( ) 2
lim

n

n

a L
→∞

=.  

נניח בלי הגבלת הכלליות 
1 2

L L< , ונסמן
2 1

0L Lε = − >.  

 - הבאים זרים  מכאן נובע שהקטעים
1

4
n

a L
ε

− <  ,
2

4
n

a L
ε

− <.  

)מהנתון   ) 1
lim

n

n

a L
→∞

נובע כי  =
1 10 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

)מהנתון   ) 2
lim

n

n

a L
→∞

נובע כי  =
2 20 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

)נבחר  )0 1 2max ,n n n=   ונקבל
0 00 1 2

4 4
n n n n n

a L a Lε

ε ε
> >∀ ∃ ∀ − < ∧ − <. 

  -וזו סתירה 
2 1 2 1

2 1 2 1
4 4 2 2

n n

n n n n

L L L a a L

L a a L L a a L

ε ε

ε ε ε ε
ε

− = ⇒ − + − = ⇒

⇒ − + − ≤ − + − < + = ⇒ <
  

  



27 

 

 משפט •

)יהיו  )na ,( )nb סדרות.  

kנניח כי קיים  nכך שלכל , �∋ k≥  מתקיים
n n

a b=.  

  –אזי 

1. ( )na מ "מתכנסת אמ( )nb מתכנסת. 

)אם  .2 )na ו-( )nb הן מתכנסות לאותו גבול , מתכנסותL. 

 

 :הוכחה -

)אם   )lim n
n

a L
→∞

מההגדרה נובע  , =
0 00 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

)נראה כי הגדרת הגבול מתקיימת גם עבור  )nb.  

)מהתכנסות  .1 )na  0נובע שלכלε קיים  <
0

n  כך שלכל
0

n n>  מתקיים

na L ε− <. 

kדוע גם שקיים י .2 nכך שלכל , �∋ k≥  מתקיים
n n

a b=. 

)נבחר  .3 )1 0max ,n n k= , ונקבל כי עבור
1

n  2-ו 1מתקיימים. 

)את הגדרת הגבול עבורנקבל  .4 )nb - 

1 1 1 10 0n n n n n n n na L b Lε εε ε> > > >∀ ∃ ∀ − < ⇒ ∀ ∃ ∀ − < 

)משמע  ) ( )lim limn n
n n

a b L
→∞ →∞

= =.  

  

 משפט •

)יהיו  )na ,( )nb סדרות.  

kנניח כי קיים  מתקיים  nכך שלכל , �∋
n n k

a b +=.  

  –אזי 

1. ( )na מ "מתכנסת אמ( )nb מתכנסת. 

)אם  .2 )na ו-( )nb הן מתכנסות לאותו גבול , מתכנסותL. 



28 

 

 :הוכחה -

)אם   )lim n
n

a L
→∞

מההגדרה נובע  , =
0 00 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

)נראה כי הגדרת הגבול מתקיימת גם עבור  )nb.  

0εנתון כי לכל  .1 קיים  <
0

n  כך שלכל
0

n n>  מתקיים
na L ε− <. 

נגדיר  .2
1 0

n n k= ונקבל  , −
0 1 1

n n n n k n k n> ⇔ > + ⇔ − >. 

)נכתוב מחדש את הגדרת הגבול עבור  .3 )na  - 

0εלכל  קיים  <
1

n  כל שלכל
1

n k n− מתקיים  <
n ka L ε− − <. 

kידוע גם שקיים  .4 מתקיים  nכך שלכל , �∋
n n k

a b ומכיוון שהגדרנו , =+

0 1
n n k= נקבל כי  , +

n n k n k n
a b a b+ −= ⇒ =. 

 –ונקבל , 4את השוויון שקיבלנו בסעיף  3נציב בהגדרת הגבול שבסעיף  .5

0εלכל  קיים  <
1

n  כל שלכל
1

n k n− מתקיים  <
nb L ε− שזו הגדרת , >

)הגבול עבור  )nb.  

  

 משפט •

  ).חסומה מלרע ומלעיל. (דרה מתכנסת היא סדרה חסומהכל ס

  

 :הוכחה -

)תהי  )na נוכיח שקיימים . סדרה מתכנסת
1

m ,
2

m , כך שלכלn  מתקיים
1 2n

m a m≤ ≤.  

קבוצת איברי הסדרה שמחוץ לאינטרוול  –סדרה לשתי קבוצות לשם כך נחלק את ה

( ),L Lε ε− )וקבוצת איברי הסדרה שבתוך האינטרוול  + ),L Lε ε− +.  

0εהגדרת הגבול קובעת שלכל  מחוץ לאינטרוול ) או אפס(קיים מספר סופי של איברים  <

( ),L Lε ε− האיברים שהאינדקס שלהם (, +
0

0 n n≤  ושכל שאר האיברים נמצאים). ≥

)בתוך האינטרוול  ),L Lε ε− האיברים שהאינדקס שלהם . (+
0

n n< ≤ ∞.(  

) -נגדיר  )
01 1

min ,..., ,
n

m a a L ε= −  ,( )
02 1

max ,..., ,
n

m a a L ε=  nכי לכל  ונקבל , +

מתקיים 
1 2n

m a m≤ ≤.  
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 משפט •

)יהיו  )na ונניח  , סדרה
n n

a m∀ ≤.  

)אם  )na   מתכנסת אזי( )lim n
n

a m
→∞

≤.  

  

 :הוכחה -

)נניח כי  )lim n
n

a L
→∞

=.  

)מהתכנסות  )na  נובע שקיים
0

n  כך שלכל
0

n n>  מתקייםna L ε− ,  כלומר. >

n
L a Lε ε− < < +.  

Lנניח בשלילה  m> , 0ונבחרL mε = −   –נקבל . <

( )n n nL a L L m a m aε− < ⇒ − − < ⇒ <.  

בסתירה להנחה כי 
n n

a m∀ ≤.  

  

 משפט •

)יהיו  )na ,( )nb כך שלכל , סדרותn  מתקיים
n n

b a<.  

)אם  )n
n

a a
→∞
→ ,( )n

n
b b

→∞
bאזי ,  → a<.  

  

 :הוכחה -

)- מהנתון ש )na  מתכנסת נובע כי קיים
1

n , כל שלכל
1

n n>  מתקיים
4

na a
ε

− <.  

)- מהנתון ש )nb  מתכנסת נובע כי קיים
2

n , כל שלכל
2

n n>  מתקיים
4

nb b
ε

− <.  

)נבחר  )0 1 2max ,n n n=.  

bנניח בשלילה  a> , 0ונוכל לבחורb aε = −   –ונקבל , <

0 4 4 4 4
n n n n n n

because b a

a a b b a a b b

ε

ε ε ε ε
>

= −

∀ − < ∧ − < ⇒ < + < − <
���

  

בסתירה לנתון 
n n

b a<. 
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 'משפט הסנדוויץ •

)יהיו  )na,( )nb,( )nc כך שלכל , סדרותn  מתקיים( ) ( ) ( )n n na b c≤ ≤.  

)אם   )na,( )nc מתכנסות לאותו גבול ,( ) ( )lim limn n
n n

a c L
→∞ →∞

= )אזי גם , = )nb  מתכנסת

), לאותו גבול )lim n
n

b L
→∞

=.  

  

 :הוכחה -

)- מהנתון ש )na  מתכנסת נובע כי קיים
1

n , כל שלכל
1

n n>  מתקיים
na L ε− <.  

)- מהנתון ש )nc  מתכנסת נובע כי קיים
2

n , כל שלכל
2

n n>  מתקיים
nc L ε− <.  

)נבחר  )0 1 2max ,n n n= , ולכן נוכל להסיק כי–  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0

0 0

0 0

0

0

0

0

n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n

n n n n

a L c L a b c

L a b c L

L b L

b L

ε

ε

ε

ε

ε ε

ε ε

ε ε

ε

> >

> >

> >

> >

∀ ∃ ∀ − < ∧ − < ∧ ≤ ≤ ⇒

⇒ ∀ ∃ ∀ − < < < < + ⇒

⇒ ∀ ∃ ∀ − < < + ⇒

⇒ ∀ ∃ ∀ − <

  

)עבור  Lקיבלנו את הגדרת הגבול  )nb.  

  

 אריתמטיקה של גבולות •

)יהיו  )na ,( )nb סדרות.  

 –התנאים הבאים שקולים   .א

a. lim n
n

a a
→∞

= 

b. ( )lim 0n
n

a a
→∞

− = 

c. lim 0n
n

a a
→∞

− = 

 

o הוכחה: 

b ⇐a:  ( )
0 00

0
n n n n n

a a a aε ε ε> >∀ ∃ ∀ − < ⇒ − − <  



31 

 

c ⇐b   :( )
0 00

0 0
n n n n n

a a a aε ε ε> >∀ ∃ ∀ − − < ⇒ − − < 

a ⇐ c:  
0 00

0
n n n n n

a a a aε ε ε> >∀ ∃ ∀ − − < ⇒ − <  

  

lim  .ב limn n
n n

a a a a
→∞ →∞

= ⇒ lim:  הערה[  = limn n
n n

a a a a
→∞ →∞

= ⇐ =[ 

o הוכחה: 

)מהתכנסות  )na , נובע כי
0 00 n n n na aε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

שוויון המשולש נובע כי -מאי
n n

a a a a− <   –ולכן ניתן להסיק , −

n n n
a a a a a aε ε− < − < ⇒ − <.  

)עבור  aהגבול קיבלנו את הגדרת      )n
a.  

  

limאם   .ג n
n

a a
→∞

limוגם  = n
n

b b
→∞

)אזי , = )lim n n
n

a b a b
→∞

+ = +. 

o הוכחה: 

)מהתכנסות  )na , נובע כי
1 10

2
n n n na aε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

)מהתכנסות  )nb , נובע כי
2 20

2
n n n nb bε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

)נבחר  )0 1 2max ,n n n=.  

 - נקבל שמתקיים 
0 00

2 2
n n n n na a b bε

ε ε
> >∀ ∃ ∀ − < ∧ − <  

)שוויון המשולש נובע -מאי )
2 2

n n n na b a b a a b b
ε ε

ε+ − + ≤ − + − ≤ + =.  

aקיבלנו את הגדרת הגבול  b+  עבור( )n na b+.  

  

)  .ד )lim limn n
n n

a a a a
→∞ →∞

= ⇒ − = −. 
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o הוכחה: 

)מהתכנסות  )na , נובע כי
1 10 n n n na aε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

)  -נסיק  ) ( )n n n
a a a a a aε ε ε− < ⇒ − − < ⇒ − − − <.  

)עבור  −aקיבלנו את הגדרת הגבול  )na−.  

)נובע ' ד- ו' מטענות ג: מסקנה )lim lim limn n n n
n n n

a a b b a b a b
→∞ →∞ →∞

= ∧ = ⇒ − = −.  

  

limאם   .ה 0n
n

a
→∞

)-ו = )nb  אזי , )מלעיל ומלרע(חסומה( )lim 0n n
n

a b
→∞

⋅ =. 

o הוכחה: 

( )nb  0חסומה ולכן קייםm  - כך ש, <
n n n nb m b m∀ ≤ ⇐ ∀ ≤.  

)מהתכנסות  )na , נובע כי
1 10 n n n na a

m
ε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

0n-נסיק שמתקיים  n n n n na b a b a b m
m

ε
ε⋅ − = ⋅ = ⋅ < ⋅ =.  

)עבור  0קיבלנו את הגדרת הגבול  )n na b⋅.  

  

limאם   .ו n
n

a a
→∞

limוגם  = n
n

b b
→∞

)אזי , = )lim n n
n

a b a b
→∞

⋅ = ⋅. 

o הוכחה: 

)מהתכנסות  )na , נובע כי
1 10

2
n n n n

a a
b

ε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

)עוד נובע מהתכנסות  )na כלומר. כי היא חסומה ,
n m n

a m∀ ∃ ≤.  

)מהתכנסות  )nb ,ע כי נוב
2 20

2
n n n n

b b
m

ε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

)נבחר  )0 1 2max ,n n n=. 

נעריך את הביטוי 
n na b ab⋅ − -  
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( ) ( )

2 2

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

a b ab a b a b a b ab a b a b a b ab

a b a b a b ab a b b b a a m b
m b

ε ε
ε

⋅ − = ⋅ − ⋅ + ⋅ − = ⋅ − ⋅ + ⋅ − ≤

≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − = ⋅ − + ⋅ − < ⋅ + =

)עבור  abקיבלנו את הגדרת הגבול  )n na b⋅.  

)קבוע מתקיים כי  �∋cלכל : מסקנה )lim limn n
n n

a a a c ac
→∞ →∞

= ⇒ ⋅ =.  

  

limאם   .ז n
n

a a
→∞

limוגם  = n
n

b b
→∞

= ,0b limאזי , ≠ n

n
n

a a

b b→∞

 
= 

 
. 

מספיק להראות  : הערה
1 1

lim lim
n

n n
n

b b
b b→∞ →∞

 
= ⇒ = 

 
נוכל להסיק כי ' ומכלל ו, 

   -מתקיים 
1 1

lim n
n

n

a
a a

b b b→∞

 
⋅ = ⋅ = 

 
.  

o הוכחה: 

i.  מהתכנסות( )nb  נובע כי
1 10

2
n n n n

b
b bε > >∀ ∃ ∀ − <. 

בחרנו (
2

b
ε =(. 

ii.   נשים לב כי מתקיים
2

2 2 2 2

2 2

n n n

n n

b b b b
b b b b b b

b b
b b b b b

− < ⇒ − < < + ⇒ < ⇒

⇒ ⋅ < ⋅ ⇒ < ⋅

 

iii.  מהתכנסות( )nb  נובע כי
2 2

2

0
2

n n n n

b
b bε ε> >∀ ∃ ∀ − < 

רנו בח(

2

2

b
ε ε=(. 

iv.  נבחר( )0 1 2max ,n n n= , ונקבל שעבור
0

n  מתקיים– 

0 0

2 2

0
2 2

n n n n n

b b
b b b bε ε> >∀ ∃ ∀ − < ⋅ ∧ < ⋅ 
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v.  צריך להראות כי
0 00

1 1
n n n

n
b b

ε ε> >∀ ∃ ∀ − <. 

לשם כך נשים לב כי מתקיים  
2

2

1 1 1 1 1

2

2

n
n

n n n

bb b
b b

b b b b b b b
ε ε

−
− = = − ⋅ ⋅ < ⋅ ⋅ =

⋅
.  

בול קיבלנו את הגדרת הג
1

b
עבור  

1

n
b

 
 
 

.  

  

limאם   .ח 0n
n

a a
→∞

= ≠ ,0
n

a rאזי לכל , < )מתקיים  �∋ ) ( )lim lim
r

r

n n
n n

a a
→∞ →∞

= 

o הוכחה: 

rעבור  )1 -קיים  שמת' נסיק על סמך טענה ו, �∋

( ) ( )lim lim ... lim lim ... lim lim
r

r

n n n n n n n n
n n n n n n

r
r

a a a a a a a a
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =
��� ���

  

rעבור  )2 0rאם , �∋ )מתקיים = ) ( )0
lim lim lim1 1 1

r r

n n
n n n

a a
→∞ →∞ →∞

= = = = 

0rואם  - שמתקיים ' נסיק על סמך טענה ז, >

( ) 1 1
lim lim lim

...

lim1 lim1 lim11 1 1
lim lim ... lim ...

lim lim lim

1 1 1
...

lim lim lim

r

n rn n n
n n n n

r

n n n

n n n
n n n n n n

n n n

r
r

n n
n n n

a
a a a a

a a a a a a

a a

−→∞ →∞ →∞

−

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞
→∞ →∞ →∞

− −

→∞ →∞ →∞

 
= = = 

⋅ ⋅ ⋅ 

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅

���

��� ���

( )1
lim

lim

r

r

n
n

n n
n

r

a
a a

−

→∞
→∞

−

 
 = =
 
 ���

 

rעבור  )3 ∈� ,
1

r
m

= ,m∈� , צריך להראות כי-  

lim limm m
n n

n n
a a

→∞ →∞
=  

mנניח בשלילה שהסדרה 
na אינה מתכנסת ל -limm

n
n

a
→∞

.  
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- כלומר 

( )
0 0

0 lim

lim lim lim

lim lim

m m
n n n n n

n

m
mm m m

n n n n n
n n n

m

n n n n
n n

a a

a a a a a

a a a a

ε ε

ε ε ε

ε ε

> →∞

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

∃ > ∀ ∃ − > ⇒

⇒ > + ⇒ > + > + ⇒

⇒ − > ⇒ − >

  

)בסתירה לנתון כי  )na מתכנסת לגבול שלה.  

rעבור  )4 ∈� ,
p

r
q

 –נסיק מהסעיפים הקודמים שמתקיים , =

( ) ( )
11 1

lim lim lim lim lim

p pp pp

q qq q q

n n n n n
n n n n n

a a a a a
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

          
 = = = =                          

  

  

 התכנסות צזארו •

)תהי   .א )na סדרה מתכנסת. 

 - נגדיר סדרה נוספת 
1

1 n

n k

k

b a
n =

=   ).מוצעים החשבונייםסדרת המ( ∑

limאזי  limn n
n k

a b
→∞ →∞

=. 

)תהי   .ב )na 0, סדרה מתכנסת
n

a >. 

 - נגדיר סדרה נוספת 
1

k
k

k n
n

c a
=

= Π )סדרת הממוצעים הגאומטריים.(  

limאזי  limn k
n k

a c
→∞ →∞

=. 

)תהי   .ג )na סדרה. 

1n  - נגדיר סדרה נוספת 
n

n

a
q

a

+=.  

limאם  n
n

q L
→∞

1limאזי , = lim nn
n

n k
n

a
a L

a

+

→∞ →∞
= =.  
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 )'א: (הוכחה -

limנוכיח תחילה עבור המקרה  0n
n

a
→∞

=  

)מהגדרת הגבול עבור  )na    נובע כי
0 00 n n n naε ε> >∀ ∃ ∀ <.  

נגדיר 
01 2

...
n

m a a a= + +   –ונקבל כי , +

0 0 01 2 1 1

1

... ... ...1 n
n n n n n

n k

k

a a a a a a am
b a

n n n n

+ +

=

+ + + + + + + +
= = = +∑  

מאריתמטיקה של גבולות עולה   
�

0 01 1

0

... ...
lim lim lim lim

n n n n

n
n n n n

a a a am
b

n n n

+ +

→∞ →∞ →∞ →∞

=

+ + + +
= + =.  

1נוכיח כי    1 ...
lim 0

n n

n

a a

n

+

→∞

+ +
=  -  

11

1

11 1
......

...
n nn n

n n

n

a aa a n n

n n n
ε ε ε ε

++

−

+ ++ + −
≤ < + + = ⋅ <���  

limנוכיח עבור המקרה הכללי    n
n

a a
→∞

=.  

 - נגדיר סדרה חדשה 
n n

c a a= )ברור מהנתון כי  . − )lim lim 0n n
n n

c a a
→∞ →∞

= − =. 

נגדיר את סדרת הממוצעים 
1

1 n

n k

k

d c
n =

= ∑.  

limנשים לב כי מהחלק הראשון של ההוכחה הראינו כי אם  0n
n

a
→∞

אז גם עבור סדרת  =

הממוצעים שלה מתקיים  
1

1
lim 0

n

k
n

k

a
n→∞

=

=∑.  

limנסיק כי אם  0n
n

c
→∞

אז גם  =
1

1
lim lim 0

n

n k
n n

k

d c
n→∞ →∞

=

= =∑.  

  –כלומר 

( )
1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1
lim lim 0 lim 0

1 1 1
lim 0 lim 0 lim

n n n n

k k k
n n n

k k k k

n n n

k k k
n n n

k k k

c a a a a
n n n n

a a a a a a
n n n

→∞ →∞ →∞
= = = =

→∞ →∞ →∞
= = =

 
= − = ⇒ − = ⇒ 

 

 
⇒ − = ⇒ − = ⇒ = 

 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
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 )'ב: (הוכחה -

1:  שוויון הממוצעים-נשתמש באי
1

1

...
...

1 1
nn

n

n

a an
a a

n

a a

+ +
≤ ≤

+…
⋅

+
⋅  

1נתון כי   ...
lim lim n

n
n n

a a
a a

n→∞ →∞

+ +
= ה של גבולות נובע כי מתקיים כמו כן מאריתמטיק. =

1 1
lim
n

n
a a→∞

ולכן אם נציב במקום הביטוי  , =
1

...
n

a a+ את הביטוי  +
1

1 1
...

n
a a

+ נקבל כי , +

1

1

1

1

1

1 1
...

1 1 1 1 1 1
lim lim ... lim

1 1
...

lim lim
1 1

...

n

n n n
n n

n

n n

n

a a

a n a a a n a

a a n
a a

n

a a

→∞ →∞ →∞

−

→∞ →∞

+ +
 

= ⋅ + + = ⇒ = ⇒ 
 

   + +   
   ⇒ = ⇒ =
   + +   
   

.  

1ממשפט הסנדוויץ נובע כי  ..lim .n
n

n
a a a

→∞
⋅ ⋅ =.  

  

 )'ג: (הוכחה -

)תהי  )na 1 - כך ש, סדרהlim n

n
n

a
L

a

+

→∞
limצריך להראות כי  . = n

n
n

a L
→∞

=.  

נשים לב כי מתקיים 

1 1 2 2 12
1

1 2 1 1 2 2 1

...
lim lim ... lim

...

n n n n nn n n
n

n n n
n n n n

a a a a a a aa
a a

a a a a a a a

− − −

→∞ →∞ →∞
− − − −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅//= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =/
⋅ ⋅ ⋅ ⋅/ / /

.  

1limמהמסקנה האחרונה כי  li .m ..n
n n

n n
a a a a a

→∞ →∞
⋅= ⋅⇒   –נוכל להסיק גם כי , =

1 2 12
1

1 3 2 1

lim lim ... limn n n n nn
n

n n n
n n n n

a a a aa
L a a L

a a a a a

+ − −

→∞ →∞ →∞
− − −

= ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = =  
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 מונוטוניותסדרות  •

סדרה נקראת מונוטונית עולה אם מתקיים 
1n n n

a a +∀ ≤.  

סדרה נקראת מונוטונית עולה ממש אם מתקיים 
1n n n

a a +∀ <. 

סדרה נקראת מונוטונית יורדת אם מתקיים 
1n n n

a a +∀ ≥.  

סדרה נקראת מונוטונית יורדת ממש אם מתקיים 
1n n n

a a +∀ >. 

  

 משפט •

  .סדרה מונוטונית וחסומה היא סדרה מתכנסת

  

 :הוכחה -

)נתון כי  )na ולכן קיים חסם עליון , מונוטונית עולה וחסומהL . נוכיח כיlim n
n

a L
→∞

=.  

יש להראות שמתקיים 
0 00 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

L  הוא חסם עליון של( )na  ולכן מתקיים
0n n

L aε∃ − כי אם . (>
0n

L aε− Lאז  ≤ ε− 

  ).Lחסם עליון ולא 

)- נתון ש )na ולכן נסיק כי , מונוטונית עולה -  

0 0

0

0

n n n n

n n n

n n n

L a a L L

L a L

a L

ε ε

ε ε

ε

>

>

>

∀ − < < ≤ < + ⇒

⇒ ∀ − < < + ⇒

⇒ ∀ − <

  

  

  

 הלמה של קנטור •

]תהי  ],n n nI a b= המקיימת , סדרה של קטעים סגורים
1n n n

I I+∀ ⊆.  

limנניח גם כי  0n
x

I
→∞

)   -נשים לב ( = )lim limn n n
x n

I b a
→∞ →∞

= −.(  

n- כך ש, �∋cנקודה יחידה  אזי קיימת
c I∈∩.  
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 :הוכחה -

n- כך ש, �∋cנוכיח קיום של : 'חלק א
c I∈∩.  

נשים לב היטב לנתון 
1n n n

I I+∀ ⊆.  

]משמעותו היא  ] [ ]1 1, ,n n n na b a b+ +  -מר כלו. ⊇
1 1n n n n

a a b b+ +≤ ≤ שוויון זה מגדיר -ואי, ≥

)את הסדרה  )na ואת הסדרה , כסדרה מונוטונית עולה( )nb כסדרה מונוטונית יורדת.  

)שוויון זה נובע גם כי הסדרה -מאי )na הו מהקבוצה חסומה מלעיל על ידי איבר כלש( )nb ,

 - כלומר 
*

1n na a b+≤ )וכי הסדרה , > )nb  חסומה מלרע על ידי איבר כלשהו מהקבוצה

( )na , כלומר-
*

1n na b b+< ≤.  

אם היא (תכנסת לחסם העליון הוכחנו שכל סדרה מונוטונית וחסומה היא סדרה שמ

)ולכן , שלה) אם היא מונוטונית יורדת(או התחתון ) מונוטונית עולה )na,( )nb  סדרות

  .מתכנסות

: נסמן
1lim n

n
a c

→∞
=  ,

2lim n
n

b c
→∞

=.  

 - כלומר 
1 1n n

a a c+≤ ≤  ,
2 1n n

c b b+≤ ≤.  

מתקיים : למה[
1 n

c b≤  ,
2n

a c≤  

 -כך ש, n'נניח בשלילה כי קיים אינדקס : נימוק
1 'n

c b> ,( )'n nb b∈ , אזי מהנתון

1 1n n n n
a a b b+ +≤ ≤ - נובע ש ≥

1
c  אינו חסם עליון של( )na , כי

'n
b  קטן ממנו ועדיין חוסם

)את כל איברי  )na ,זאת בסתירה לנתון ש-
1

c  חסם עליון של( )na[.  

]  - נסיק כי מתקיים  ]1 1 2 1 1 2, , ,n n n n n n na a c c b b c c a b I+ +≤ ≤ ≤ ≤ ⇒ ∈ =∩ ∩  

n-כך ש, �∋cנוכיח יחידות של : 'חלק ב
c I∈∩ .נוכיח , כלומר

1 2
c c=.  

נניח בשלילה בלי הגבלת הכלליות כי 
1 2

c c<.  

 -ו נובע כי מאי השוויון שהראינ
1 1 2 1n n n n

a a c c b b+ +≤ ≤ < ≤ ≤.  

)נתון במשפט כי  )lim 0n n
n

b a
→∞

−   –כי ' ולכן נסיק לפי משפט הסנדוויץ, =

( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2 1 2 1 2

0 lim lim

0 lim 0 lim 0

n n
n n

n n

c c b a

c c c c c c

→∞ →∞

→∞ →∞

≤ − ≤ − ⇒

⇒ ≤ − ≤ ⇒ − = ⇒ =
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 eהמספר •

)הסדרה     .א ) 1
1

n

n
a

n

 = + 
 

 ,n∈� ,לה מסומן והגבול ש, מתכנסת"e." 

)הסדרה   .ב ) 1

n

n

x
a

n

 = + 
 

  ,x∈� ,והגבול שלה הוא , מתכנסתx
e.  

  

 )'של א: (הוכחה -

  .ולכן מתכנסת, נוכיח שזו סדרה מונוטונית עולה ממש וחסומה

ראשית נחשב את ערך הביטוי 
1

1

n

n

 + 
 

  :באמצעות הבינום של ניוטון 

( )

( ) � ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0 0

0

1 1 1 ! 1
1 1

! !

1 1 ! 1 1
1 2 ...

! ! !
*

1 2 ...1

! ...

kn n n n
n k

k k
k k k

n n

k k
k k

n

k

k

n n n

k kn n n k n k n

n
n k n k n

k n n k k n

n k n k n

k n n n

−

= = =

= =

=

      + = = = ⋅ =       −      

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − + ⋅ − + ⋅ ⋅ =
−

− + ⋅ − + ⋅ ⋅
= ⋅

⋅ ⋅ ⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑
���

  

    * 
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1 2 ... 1 2 ...!

1 2 ...
! 1 2 ...

n k n k n k nn
n k n k n

n k n k

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ ⋅
= = − + ⋅ − + ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅ ⋅ −

.  

.:  נסמן

1 2
...

n k

n k n k n
C

n n n

− + − +
= ⋅ ⋅ ⋅  

o  1למה  :
.

1
n k

C ≤  

  .1-ים או שווים להמונה תמיד קטן או שווה למכנה ולכן כל האיברים קטנ: נימוק

o  1:  2למה. ,n k n k
C C+   )סדרה עולה(  ≤

נשים לב שככלל מתקיים : נימוק
( )
( )

1

1

n in i

n n

+ −−
≤

+
  ).אפשר להוכיח באינדוקציה. (

n,לכן בפרט עבור  k
C  מתקיים כי–  
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

,
1,

1 1 1 2 11 2
... ...

1 1 1
C

n k C
n k

n k n k nn k n k n

n n n n n n
= = +

+ − + + − + +− + − +
⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ ⋅

+ + +	














� 	

























�

  

o  3למה  :
,

0

1 1
1

!

n n

n k

kn k
∈

=

 ∀ + ≤ 
 

∑� 

הראינו בתחילת ההוכחה שמתקיים : נימוק
.

0

1 1
1

!

n n

n k

k

C
n k=

 + = ⋅ 
 

∑.  

   -ונסיק כי  1נתבסס על למה 
.

0 0

1 1 1
1

! !

n n n

n k

k k

C
n k k= =

 + = ⋅ ≤ 
 

∑ ∑.  

o  4למה :
0

1

!

n

k k=
 .סדרה חסומה ∑

: נימוק
( )

( ) � �

0 1 2 2

2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1

! ! ! 1 2 ... 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 3

1 1
* **

n n n n

k k k k

n n

k k

k k k k k

k k k k n

= = = =

= =

= + = + + = + + ≤
⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

   ≤ + + = + + − = + + − ≤   − −   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
  

*  
( )

( ) ( )
11 1 1

1 1 1

k k

k k k k k k

− −
− = =

− − −
  

* * 

2

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 2 1 2 3 1 3 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 2 2 3 2 1 1

1 1 1 1 1 1
1 ...

2 2 3 3 2 2

n

k k k n n n n

n n n n

n n

=

         − = − + − + + − + − =         − − − − − −         

       = − + − + + − + − =       − − −       

    = + − + + − + + + − +    − −   

∑

	




� 	




�
0 0

1 1 1 1
1

1 1n n n n

    + − +− − = −     − −     	









� 	










�

  

o  5למה :

1
1 1

1 1
1

n n

n n

+
   + ≥ +   +   

.  

.1נובע כי  2מלמה : נימוק ,n k n k
C C+   –נסיק . ≤

11

1. , 1. ,

0 0

1 1 1 1
1 1

! ! 1*

n nn n

n k n k n k n k

k k

C C C C
k k n n

++

+ +
= =

   ≥ ⇒ ⋅ ≥ ⋅ ⇒ + ≥ +   +   
∑ ∑ 	�  

,  - בתחילת ההוכחה חישבנו ומצאנו  *

0

1 1
1

!

n n

n k

k

C
n k=

 + = ⋅ 
 

∑  
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)יחד ניתן להסיק כי  4-ו 3מלמה : מסקנה כללית ) 1
1

n

n
a

n

 = + 
 

היא סדרה  

)הסקנו כי  5בלמה . חסומה ) 1
1

n

n
a

n

 = + 
 

  .היא סדרה עולה 

)לכן נוכל להסיק כי   ) 1
1

n

n
a

n

 = + 
 

  .בולמתכנסת לג 

�: נגדיר
1

lim 1

n

n
def

e
n→ ∞

 + = 
 

  

  

 )'של ב: (הוכחה -

o  לכל סדרה : 1למה( )n
c מתקיים , עולה ולא חסומה, חיובית

1
lim 1

nc

n
n

e
c→∞

 
+ = 

 
. 

 - נשים לב כי : נימוק

1

1 1 1
1 1 1

1

n nn
c cc

n n n
c c c

+          
+ ≤ + ≤ +       +           

  

  .'נשתמש במשפט הסנדוויץ

מצד אחד מתקיים 

1

1

1
1

1
1

1 1
1

1
lim 1

1
lim 1

1 11
lim 1

n

n

n

n

c

c

n

n

n

c

c
n

n

n
n

n
n

c

c

c

c e
e

c

c

+  

  

+  

   →∞

→∞

→∞

 
+ 

     + = ⇒  +      + 
 

 
+ 

     ⇒ + = = =  +      + 
 

  

באותו אופן אפשר להסיק כי 

1

1
lim 1

nc

n
n

e
c

+  

→∞

 
+ =     

.  

כי  ' נסיק לפי משפט הסנדוויץ
1

lim 1

nc

n
n

e
c→∞

 
+ = 

 
. 

o  0עבור : 2למהx limמתקיים  < 1

n

x

n

x
e

n→∞

 + = 
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: נימוק
1 1

1 1 lim 1 lim 1

x x
n n

x x

n n

x

n n

x x
e

n nn n

x x

→∞ →∞

   
      
         + = + ⇒ + = + =                  
      

   

  

נשים לב כי בביטוי  [
1

1

n

x

n

x

 
 

+ 
 
 

מופיעה הסדרה , 
n

x
שהיא סדרה עולה ולא , 

 .]e-שהיא מתכנסת ל 1והראינו בלמה , חסומה

o  תהי : 3למה( )n
ε כך ש, סדרה של איברים חיוביים-lim 0n

n
n ε

→∞
⋅ אזי , =

( ) ( )lim 1 lim 1 1
n n

n n
n n

ε ε
→∞ →∞

+ = − = 

)נשים לב כי  : נימוק )
11

lim 1 lim 1

n

nn
n n

n

e e

ε

εε
ε→∞ →∞

 
+ = ⇒ + = 

 
.  

  -ונסיק ', נשתמש במשפט הסנדוויץ

( )

( ) ( )

( )

( )

1

1

1 1 3

1 1 1 3

lim1 lim 1 lim3

1 lim 1 1

n

n

n n
n

n n

n

n
nn n

n n

nn n

n
n n n

n

n
n

ε

ε
ε εε

ε ε

ε

ε ε

ε

ε

→∞ →∞ →∞

→∞

< + <

⇓

 < + = + < 
 

⇓

< + <

⇓

< + <

  

)הוכחנו כי  )lim 1 1
n

n
n

ε
→∞

+ )נוכיח כעת כי , = ) ( )lim 1 lim 1 1
n n

n n
n n

ε ε
→∞ →∞

+ = − =.  

  -נשים לב לזהות הבאה 
1

1

1
1

y
y

y

− =
+

−

קיים לכן מת. 
1

1

1
1

n
n

n

ε
ε

ε

− =
+

−

.  

  –' נשתמש שוב במשפט הסנדוויץ
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( )

( )

1 1
1 1

1 2
1

1

1
lim lim 1 1

1 2

n

n

n

n
nn

n

n

n

n
n n

n

ε
εε
ε

ε
ε→∞ →∞

 
  
 ≤ = − ≤ 

+    + − 

⇓

 
≤ − ≤ 

+ 

  

  - נשים לב כי     
( )

1 1
lim 1

1 2 lim 1 2

n

n
n

n n
n

ε ε→∞

→∞

 
= = + + 

  

 

o  0עבור : 4למהx limמתקיים  > 1

n

x

n

x
e

n→∞

 + = 
 

 

  -נשים לב לזהות הבאה : נימוק
( ) ( )

( )

21 1 1
1

1 1

b b b
b

b b

+ − −
+ = =

− −
  –ולכן מתקיים , 

2

2
1

1
lim 1 lim

1

n

n

x

n xn n

x

nx
e

n ex

n

−→∞ →∞

 
− 

   + = = = 
   − 

 

  

נסביר למה מתקיים 
2

2
lim 1 1

n

n

x

n→∞

 
− = 

 
 -  

נשים לב כי 
2 2

2
lim lim 0
n n

nx x

n n→∞ →∞

 
= = 

 
נובע   3ולכן מלמה , 

2

2
lim 1 1

n

n

x

n→∞

 
− = 

 
.  

limנסביר למה מתקיים   1

n

x

n

x
e

n

−

→∞

 − = 
 

  -  

0xנובע כי עבור  2מלמה  limמתקיים  < 1

n

x

n

x
e

n→∞

 + = 
 

. 

0לכן אם  0x x< ⇒ −   –נוכל להסיק , <

( )
lim 1

n

x

n

x
e

n

−

→∞

− 
+ = 

 
)ולכן ,   ) 1

lim 1

n

x x

n

x
e e

n

−−

→∞

 + = = 
 

. 
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 סדרות-תתי •

)תהי  )na ותהי , סדרה( )kn ל אינדקסיםסדרה עולה ממש ש.  

)הסדרה  )
kn

a סדרה של -נקראת תת( )na.  

)-נבחר קבוצה אינסופית כלשהי שמוכלת ב: הסבר קצר )na . נסמן את סדרת האינדקסים

)שלה  )kn . אם( )kn קבוצה של - אז הקבוצה האינסופית היא תת, ה ממשסדרה עול( )na.  

  

 התכנסות במובן הרחב •

)הסדרה  )na אם מתקיים , מתכנסת במובן הרחב
0 0m n n n na m∈ >∀ ∃ ∀ >�

נסמן זאת  (  

lim n
n

a
→∞

=   -או אם מתקיים , )∞
0 0m n n n na m∈ >∀ ∃ ∀ <�

limנסמן זאת  (   n
n

a
→∞

= או , )∞−

  .אם היא מתכנסת במובן המוכר לנו

  

 גבול חלקי •

)תהי  )na ותהי , סדרה( )
kn

a סדרה שלה- תת.  

)אם  )
kn

a  במובן " (ל חלקיגבו"אזי הגבול שלה נקרא , )במובן הרחב(מתכנסת לגבול

)של ) הרחב )na.  

 

 משפט •

)תהי  )na  סדרה -אזי כל תת, )במובן הרחב(היא סדרה מתכנסת לגבול( )
kn

a  מתכנסת

  ).במובן הרחב(לאותו גבול 

  

 :הוכחה -

)אם  )na מתכנסת במובן הצר ,lim n
n

a L
→∞

  –מהגדרת התכנסות נובע כי , =

0 00 n n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <  

)לפי ההגדרה של תת סדרה מתקיים כי  ) ( )
kn n

a a⊆ , ולכן בפרט גם מתקיים–  

0 0
0 k k k kn n n na Lε ε> >∀ ∃ ∀ − <  
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)עבור כל סדרה  Lקיבלנו את הגדרת הגבול    )
kn

a.  

)אם  )na מתכנסת במובן הרחב ,lim n
n

a
→∞

= –מהגדרת התכנסות במובן הרחב נובע כי , ∞

        
0 0m n n n n

a m∈ >∀ ∃ ∀ >�  

)לפי ההגדרה של תת סדרה מתקיים כי  ) ( )
kn n

a a⊆ , ולכן בפרט גם מתקיים–  

0 0k k k km n n n n
a m∈ >∀ ∃ ∀ >�.  

)עבור כל סדרה  ∞קיבלנו את הגדרת הגבול  )
kn

a.  

  

 :מסקנה -

)תהי  )na אם יש ל. סדרה -( )na  אזי היא מתבדרת, שונים) במובן הרחב(גבולות חלקיים.  

  

 משפט •

)תהי  )na סדרה.  

  –התנאים הבאים שקולים 

L   .א )הוא גבול חלקי של  �∋ )na. 

)מכילה אינסוף איברים כלשהם של  Lשל  εכל סביבת   .ב )na. 

  

 )ב ⇐א : (הוכחה -

)הוא גבול חלקי של  Lאם  )na ,סדרה -משמע קיימת תת( )
kn

a שמתכנסת ל-L.  

מהגדרת התכנסות נובע כי 
0 00 kn n n n

a Lε ε> >∀ ∃ ∀ − סוף איברים של כלומר קיימים אינ, >

( )
kn

a ) כל אלה שהאינדקסn  0שלהם מקייםn n> ( שנמצאים בכל סביבתε שנבחר.  

( ) ( )
kn n

a a⊆ , ולכן קיימים אינסוף איברים של( )na  בכל סביבתε שנבחר.  
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  )א ⇐ב : (הוכחה -

)מכילה אינסוף איברים כלשהם של  Lשל  εנתון שכל סביבת  )na.  

)סדרה של - נראה כיצד אפשר לבנות תת )na שמתכנסת ל-L , כלומרL גבול חלקי.  

ובפרט גם עבור   εזה נכון לכל סביבת 
1

n
n

ε =) .
n

ε הוא סדרה של סביבות.(  

o  1עבורn 1מתקיים שהסביבה  =

1
1

1
ε = )מכילה אינסוף איברים של  = )na.  

o  2עבורn 2מתקיים שהסביבה  =

1

2
ε )מכילה אינסוף איברים של  = )na. 

o �  

)נבנה סדרה חדשה  )
kn

a באופן הבא:  

o  נבחר את האיבר הראשון להיות
1 1n

a ε∈ ,כך ש-
1n

a  הוא בעל אינדקס מינימלי

  .1εבקבוצה האינסופית של האיברים שבסביבה 

o ות נבחר את האיבר השני להי
2 2n

a ε∈ ,כך ש-
2n

a  הוא בעל אינדקס מינימלי

2וגם , 2εבקבוצה האינסופית של האיברים שבסביבה  1n n>.  

o  נבחר את האיבר השלישי להיות 
3 3n

a ε∈ ,כך ש -
3n

a  הוא בעל אינדקס מינימלי

3וגם , 3εבקבוצה האינסופית של האיברים שבסביבה  2n n>. 

o �  

)נשים לב שבחרנו את האינדקסים של  )
kn

a   כך שסדרת האינדקסים
k

n  היא סדרה עולה

)ולכן , ממש )
kn

a  סדרה של - היא תת( )na.  

)תת הסדרה  )
kn

a כי לפי בחירת איבריה מתקיים שלכל, מתכנסת
kn

a  בסביבת
n

ε , כל

1nכי , בעלי אינדקס גבוה ממנו נמצאים גם הם בתוך סביבה זוהאיברים שהם  n
ε ε+ ⊂.  
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 משפט •

)תהי  )na סדרה.  

  –התנאים הבאים שקולים 

)הוא גבול חלקי של  ∞  .א )na. 

)  .ב )na ה מלעיללא חסומ. 

 

 )ב ⇐א : (הוכחה -

)הוא גבול חלקי של  ∞נתון כי  )na .סדרה - קיימת תת, כלומר( )
kn

a שמתכנסת ל -∞ ,

-בגלל ש
kn n

a a⊆ י נסיק כ( )na לא חסומה.  

  

  )א ⇐ב : (הוכחה -

)נתון כי  )na לכל , כלומר. לא חסומה מלעילs∈�  0קייםn ,כך ש-
0n n n
a s>∀ >.  

)סדרה של - תתנראה כיצד אפשר לבנות  )na גבול חלקי ∞כלומר, ∞-שמתכנסת ל.  

o  נבחר את האיבר הראשון להיות
1

1
n

a >.  

o  נבחר את האיבר השני להיות להיות
2

2
n

a >.  

o � 

)סדרה של -קיבלנו תת )na ,שמתכנסת במובן הרחב לאינסוף.  

  

 ויירשטראס- משפט בולצאנו •

  .סדרה מתכנסת-לכל סדרה חסומה קיימת תת

  

 :הוכחה -

)תהי  )na סדרה של - נראה כיצד אפשר לבנות תת. סדרה חסומה( )na שמתכנסת.  

)אם  .1 )na 0משמע קיימים מספרים ממשיים , חסומהb,0c ,0-כך ש 0n n
c a b∀ < <  
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]נחצה את הקטע  � ]0 0,c b  0לשני קטעים 0
0

,
2

c b
b

+ 
  

  ,0 0
0
,

2

c b
c

+ 
  

.  

)מכיוון שהסדרה )na נסיק שלפחות אחד , מכילה אינסוף איברים

  .מהקטעים הללו מכיל אינסוף איברים

]ונסמן אותו , נבחר את הקטע שמכיל אינסוף איברים ]1 1,c b.  

]נחצה את הקטע  � ]1 1,c b  1לשני קטעים 1
1

,
2

c b
b

+ 
  

  ,1 1
1
,

2

c b
c

+ 
  

.  

)מכיוון שהסדרה )na נסיק שלפחות אחד , מכילה אינסוף איברים

  .מהקטעים הללו מכיל אינסוף איברים

]ונסמן אותו , נבחר את הקטע שמכיל אינסוף איברים ]2 2,c b.  

� � 

  –אחד מהקטעים הללו מתקיים כי  עבור כל .2

a.  כך הגדרנו(כל קטע הוא סגור( 

b.  כך הגדרנו(כל קטע מוכל בכל הקודמים לו( 

c.  כך הגדרנו(כל קטע מכיל אינסוף איברים( 

d.  אורכי הקטעים מתקצרים בחצי בכל (סדרת אורכי הקטעים מתכנסת לאפס

סדרת אורכי הקטעים היא , כלומר. פעם
1

2
n

קל להוכיח שזו סדרה . 

 ).מתכנסת לאפס

נובע שסדרת הקטעים הללו מקיימת את תנאי הלמה של  2מהתנאים שבסעיף  .3

]- כך ש, �∋Lולכן נסיק שקיימת נקודה יחידה , קנטור ],
n n

L c b∈∩. 

)סדרה - נבנה תת .4 )
kn

a שמתכנסת לנקודה היחידה L - 

]  –נבחר את האיברים באופן הבא  ] [ ]
1 21 1 2 2, , , ,...n na c b a c b∈ ∈.  

 - נבחר אותם כך ש
1k k

n n   ).ידוע שיש אינסוף אינדקסים ולכן זה אפשרי. (>+

): למה .5 )
kn

a סדרה מתכנסת. 

]עולה שכל קטע  2bמסעיף : נימוק ],k kc b מכיל את כל הקטעים שאחריו.  
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]המרחק בין כל שני איברים ששייכים לקטע  ],k kc b  כלשהו קטן מאורך הקטע

 - קטן מ, כלומר. עצמו
2

k k

k

c b+
.  

ר אחר בכל קטע לבין כל איב) ששייך לכל הקטעים( Lלכן בפרט גם המרחק בין 

[ ],k kc b כלשהו תמיד קטן מ- 
2

k k

k

c b+
.  

:  נבטא זאת פורמלית
0 0 0

0
2 2k

k k k k
k k k n kk

c b c b
a Lε > >

+ +
∀ ∃ ∀ − < <.  

0k-שוויון השני נובע מכך ש- האי: נימוק[ k>[.  

, אם כך מצאנו קבוע חיובי קטן כרצוננו
02

k k

k

c b+
נקרא . שמקיים את הגדרת הגבול, 

  .εלו 

ויירשטראס ומהמשפט הקודם נובע שלכל סדרה קיימת - ממשפט בולצאנו) מיידית: (מסקנה -

 .סדרה שמתכנסת במובן הרחב- תת

  

 משפט •

)תהי  )na יםאזי יש לה לפחות שני גבולות חלקי, סדרה חסומה ומתבדרת.  

  

 :הוכחה -

( )na ויירשטראס קיים גבול חלקי אחד שנסמן ב- ולכן לפי משפט בולצאנו, חסומה -a.  

)סדרה של - נבנה תת )na ולכן נוכל להפעיל פעם שנייה את , שגם היא חסומה ומתבדרת

*אות שגם לה יש גבול חלקי ויירשטראס ולהר- משפט בולצאנו
a.  

)נתון כי  )na ובפרט גם אינה מתכנסת לגבול החלקי , מתבדרתa , ולכן משלילת הגדרת

  -הגבול נובע ש
0 00 n n n na aε ε> >∃ ∀ ∃ − >.  

naקיימים אינסוף אינדקסים שעבורם , כלומר a ε− >.  

)סדרה של -נגדיר תת )na   כך- { }n n
a a a ε− ≥.  

לכן קיימת סדרת . כי כאמור קיימים אינסוף אינדקסים כאלה, קבוצה זו היא אינסופית

)אינדקסים  )kn שעוברת על איברי הקבוצה הזו.  

)נסמן  ) { }
kn n n

a a a a ε= − ≥.  
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( )
kn

a סדרה של הסדרה החסומה -חסומה כי היא תת( )na.  

)ויירשטראס נובע שגם עבור הסדרה - ממשפט בולצאנו )
kn

a  סדרה -קיימת תת( )
kl

na 

*שמתכנסת לגבול 
a.  

*: למה
a a≠.  

)בחרנו את איברי הסדרה : נימוק )
kn

a   כך שמתקיים תמיד
kn

a a ε− ולכן בפרט גם , ≤

מתקיים כי 
kl

na a ε− ≥.  

a*נניח בשלילה  a= ,ש אזי נקבל סתירה להנחה-( )
kl

na מתכנסת ל -*a.  

  

)אם : מסקנה - )na הטענות הבאות שקולות , סדרה חסומה– 

)  .א )na מתכנסת 

)-ל  .ב )na קיים גבול חלקי יחיד 

  .משפט שהוכחנו קודם שקובע שכל הגבולות החלקיים של סדרה מתכנסת שוויםמ) ב ⇐א (

 .מהמשפט שהוכחנו כעת) א ⇐ב (

)אם  :הערה )na למשל . אינה חסומה ייתכן שיש לה גבול חלקי יחיד ועדיין היא לא מתכנסת

1הסדרה   1 1
1, , 2 , , 3, , ...

2 3 4
  

  

 משפט •

)תהי  )na ותהי , סדרה( )nb  סדרה של גבולות חלקיים של( )na.  

)אם  )nb מתכנסת ל-b , אזיb  היא גבול חלקי של( )na.  

  

 :הוכחה -

)גבול חלקי של  b- ממשפט קודם נובע שכדי להראות ש )na  מספיק להראות שבכל סביבה

)קיימים אינסוף איברים של  bשל  )na.  

)- מהנתון ש )nb מתכנסת ל -b   נובע
0 00

2
n n n nb bε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  
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1עבור , למשל, בפרט 0n n>   מתקיים
1 2

nb b
ε

− <.  

( )
1n nb b∈  ולכן הוא עצמו גבול חלקי כלשהו של הסדרה( )na .סדרה -קיימת תת, כלומר

)של  )na  שאם נבחר למשל את הסביבה
4

ε
כל האיברים שלה נמצאים בתוך האינטרוול , 

1 1
,

4 4
n nb b

ε ε − + 
 

.  

)נשים לב כי  )
1 1

, ,
4 4

n nb b b b
ε ε

ε ε − + ⊂ − + 
 

)ולכן גם האינטרוול ,  ),b bε ε− מכיל  +

)סדרה של -איברים של התת אינסוף )na , ולכן הוא מכיל אינסוף איברים של( )na עצמה.  

  

 גבול עליון ותחתון •

)תהי  )na סדרה חסומה.  

)נגדיר את הסדרה ": גבול עליון" )mb זנבות"נים של הלהיות סדרת החסמים העליו "–  

1 1 2 3 4

2 2 3 4

1 2

sup{ , , , ...}

sup{ , , ,...}

sup{ , ,

,

, ...}
m m m m

b a a a a

b a a a

b a a a+ +

=

=

=

�
  

)הגבול של הסדרה    )mb  של " גבול עליון"מוגדר להיות( )na.  

)נגדיר את הסדרה ": גבול תחתון" )mb זנבות"להיות סדרת החסמים התחתונים של ה "-  

1 1 2 3 4

2 2 3 4

1 2

inf{ , , , ...}

inf{ , , ,...}

inf{ , ,

,

, ...}
m m m m

b a a a a

b a a a

b a a a+ +

=

=

=

�
  

)הגבול של הסדרה    )mb  של " גבול תחתון"מוגדר להיות( )na.  

  )נתייחס להגדרת גבול עליון: (הסבר

)הסדרה  )mb  לא בהכרח יורדת ממש(מונוטונית יורדת.(  

1mלפי ההגדרה מתקיים  m m
b b a+= 1mולכן  + m

b b+ נסיק כי החסם העליון של . ⊃
m

b  גדול

1mאו שווה לחסם העליון של 
b +.  
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)הסדרה  )mb כי הנחנו ש, היא גם סדרה חסומה -( )na סדרה חסומה.  

)אם כך  )mb ולכן יש לה גבול ששווה לחסם התחתון שלה, מונוטונית יורדת וחסומה.  

  

 :סימון -

} -גבול עליון נסמן  }( ) { }( )lim lim sup inf supn n nn m n mn n
a a a

∞ ∞

= =→∞ →∞
= =  

} -גבול תחתון נסמן  }( ) { }( )lim lim inf sup inf
n n nn m n mn n

a a a
∞ ∞

= =→∞ →∞
= =  

  

 משפט •

)תהי  )na אזי . סדרה חסומה-  lim limn n
n n

a a
→∞ →∞

≥
  

  

 :הוכחה -

   –הגדרנו גבול עליון ותחתון באופן הבא 

{ }( )lim lim supn n n mn n
a a

∞

=→∞ →∞
=   ,{ }( )lim lim inf

n n n mn n
a a

∞

=→∞ →∞
=.  

}נשים לב שמהגדרת חסם עליון ותחתון נובע כי   } { }sup inf
n nn m n m

a a
∞ ∞

= =
וממשפט , ≤

}שהוכחנו לגבי גבולות נסיק כי גם  }( ) { }( )lim sup lim infn nn m n mn n
a a

∞ ∞

= =→∞ →∞
≥.  

  

 משפט •

)תהי  )na ויהי , סדרה חסומהlim n
n

s a
→∞

=.  

sאם  t< , אזי מתקיים
n

a t< פרט למספר סופי של אינדקסים, תמיד.  

  

 :הוכחה -

}נסמן  }sup
m n n m

b a
∞

=
limלפי הגדרת גבול עליון מתקיים . = m

m
s b

→∞
=.  

- כך ש, 0mמהגדרת הגבול נובע שקיים אינדקס 
0 2

mb s
ε

−   -נסיק מכך . >
0 2

mb s
ε

< +.  
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}נשים לב שהגדרנו  }sup
m n n m

b a
∞

=
ולכן , =

0 2
n ma b s

ε
≤ < +.  

tולכן בפרט גם עבור  εהטענה נכונה לכל  sε = sניתן לבחור כך כי ( − t<(  

  - נסיק כי 
0 2

n ma b s s t
ε

ε≤ < + < + =  

  .ולכן היא נכונה תמיד פרט למספר מקרים סופי, 0m- נשים לב שטענה זו נכונה תמיד החל מ

  

 משפט •

)הי ת )na סדרה חסומה.  

  .הגבול העליון הוא הגבול החלקי המקסימלי

  .הגבול התחתון הוא הגבול החלקי המינימלי

  

 :הוכחה -

limנסמן  n
n

s a
→∞

=.  

tשמקיים  tראשית נראה כי כל  s>  של הוא לא גבול חלקי( )na.  

)הוא גבול חלקי של  sשנית נראה כי  )na.  

o  נניח כיt s> . נסמןt sε = −. 

מהמשפט הקודם נובע כי מתקיים תמיד 
n

a t< , סופי של אינדקסים פרט למספר

שעבורם מתקיים  
2

na t t t s
ε

ε> > − > − =.  

,מכאן נובע שהסביבה 
2 2

t t
ε ε − + 

 
ולכן , מכילה רק מספר סופי של איברים 

)אינו גבול חלקי של  tבהכרח  )na.  

o  נראה כיs א גבול חלקי של הו( )na , באמצעות הטענה השקולה שכל סביבה של

s מכילה אינסוף איברים ששייכים ל-( )na. 

  –קיימים אינסוף איברים המקיימים  εנרצה להוכיח שבכל סביבת , כלומר

n na s s a sε ε ε− < ⇔ − < < +
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limצד ראשון של אי השוויון נובע מכך שהגדרנו  � n
n

s a
→∞

ולכן ממשפט , =

קודם נובע שמתקיים תמיד 
n

a s ε<   .פרט למספר סופי של מקרים +

נניח בשלילה שהסביבה : צד שני של אי השוויון נוכיח על דרך השלילה �

( ),s sε ε−   .מכילה רק מספר סופי של איברים, +

שהוא האינדקס המקסימלי של מספר סופי של  1nקיים אינדקס , כלומר

1nאיברים  n< , ועד אליו מתקיים
n

a s ε> 1nולאינסוף האיברים , − n> 

מתקיים 
n

a s ε≤ −.  

אם לאינסוף איברים מתקיים 
n

a s ε≤ , כלשהו mאז בפרט גם עבור , −

1m n> , מתקיים
m

a s ε≤ −.  

1m, כלשהו mאם עבור  n> , מתקיים
m

a s ε≤ משמע עבור הסדרה , −

{ }n n m
a

∞

=
}מתקיים   }n n m

a s ε∞

=
≤ −.  

 -בסתירה למה שהגדרנו 
{ }( )

{ }

lim lim supn n n mn n

n n m

s a a

s a sε ε

∞

=→∞ →∞

∞

=

= = ⇒

⇒ − < < +
  

  

 משפט •

)תהי  )na סדרה חסומה.  

  –הטענות הבאות שקולות 

)  .א )na סדרה מתכנסת  

lim  .ב limn n
n n

a a
→∞ →∞

= 

 

 :הוכחה -

)- ממשפט קודם נובע ש )na גבול עליון . מ כל הגבולות החלקיים שלה שווים"מתכנסת אמ

limולכן בפרט גם מתקיים , וגבול תחתון הם גבולות חלקיים limn n
n n

a a
→∞ →∞

=.  
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 משפט •

)יהיו  )na,( )nb ומתקיים , סדרות חסומות
n n

a b≤.  

  –אזי 

lim  .א limn n
n n

a b
→∞ →∞

≤ 

lim  .ב lim
n n

n n
a b

→∞ →∞
≤ 

 

 :הוכחה -

limממשפט קודם עולה כי  n
n

a
→∞

)הוא גבול חלקי מקסימלי של   )na .סדרה - קיימת תת, כלומר

( )
kn

a שמתכנסת ל-lim n
n

a
→∞

.  

)סדרה של - נבחר תת )nb  כך שהאינדקסים יהיו האינדקסים של( )
kn

a .כלומר ,( )
kn

b.  

 נשים לב כי
n n n

a b∀  ולכם בפרט גם ≥
k kn na b≤.  

)הסדרה  )
kn

b סדרה של הסדרה החסומה - כי היא תת, חסומה( )nb.  

)ויירשטראס עולה כי קיימת עבור - ממשפט בולצאנו )
kn

b סדרה מתכנסת- תת ,( )
kl

nb . נסמן

)את הגבול של  )
kl

nb ב -b.  

)סדרה של - נבחר תת )
kn

a  כך שהאינדקסים יהיו האינדקסים של( )
kl

nb .כלומר ,( )
kl

na.  

נשים לב כי אם 
k kn n na b∀ מתקיים בפרט כי , ≥

k kl l
n n

a b≤.  

ממשפט שהוכחנו על גבולות נובע כי אם 
k kl l

n n
a b≤  אזlim lim

k kl l
n n

l l
a b

→∞ →∞
≤.  

limנשים לב כי מתקיים lim
kl

n n
l n

a a
→∞ →∞

)כי , = )
kl

na סדרה של הסדרה - תת( )
kn

a.  

limוכמו כן נשים לב כי מתקיים  lim
kl

n n
l n

b b b
→∞ →∞

= lim-ו, הוא גבול חלקי bכי , ≥ n
n

b
→∞

הוא גבול  

  .חלקי מקסימלי

lim  - נסיק כי  limn n
n n

a b b
→∞ →∞

≤ ≤  
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 אריתמטיקה של גבולות עליונים ותחתונים •

)יהיו  )na,( )nb אזי . סדרות חסומות–  

)  .א )lim limn n
n n

a a
→∞ →∞

− = − 

)  .ב )lim lim limn n n n
n n n

a b a b
→∞ →∞ →∞

+ ≤ +     ,( )lim lim lim
n n n n

n n n
a b a b

→∞ →∞ →∞
+ ≥ +  

 –שליליות אזי גם - אם שתי הסדרות אי  .ג

( )lim lim limn n n n
n n n

a b a b
→∞ →∞ →∞

⋅ ≤ ⋅    ,( )lim lim lim
n n n n

n n n
a b a b

→∞ →∞ →∞
⋅ ≥ ⋅  

  

 )'של ב: (הוכחה -

)כי נתון  )lim n n
n

a b
→∞

)הוא גבול חלקי של הסדרה  + ) ( )n na b+ ,סדרה - ולכן קיימת תת

( ) ( )
k kn n

a b+ ,שמתכנסת ל -( )lim n n
n

a b
→∞

+.  

( )
kn

a סדרה של הסדרה החסומה - היא סדרה חסומה כי היא תת( )na , ולכן ממשפט

)סדרה -בולצאנו ויירשטראס נובע שיש לה תת )
kl

na שמתכנסת ל-a כלשהו.  

)סדרה של - נבחר תת )
kn

b  להיות סדרה עם האינדקסים( )
lk

n.  

( )
kl

nb סדרה של הסדרה החסומה - סדרה חסומה כי היא תת היא( )nb ,ולכן יש לה תת -

)סדרה  )klm
n

b שמתכנסת ל -b כלשהו.  

)סדרה של - נבחר תת )
kl

na  להיות סדרה עם האינדקסים( )
lm

kn . נשים לב כי( )klm
n

a  היא

)סדרה של - תת )
kl

na ,ולכן גם היא מתכנסת ל-a.  

ולכן , הוכחנו במשפט קודם שגבול של סכום של סדרות מתכנסות הוא סכום הגבולות

)מתקיים  )lim
k kl lm m

n n
l

a b a b
→∞

+ = +.  

limנשים לב כי מתקיים  limn n
n n

a b a b
→∞ →∞

+ ≤ a,-בגלל ש, + b ו, הם גבולות חלקיים-

lim , limn n
n n

a b
→∞ →∞

  .הם גבולות חלקיים מקסימליים 
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)נשים לב שמצד שני מתקיים  ) ( )lim lim
k kl lm m

n n n n
l n

a b a b
→∞ →∞

+ = )כי , + ) ( )k kl lm m
n n

a b+  היא

)סדרה של הסדרה  - תת ) ( )
k kn n

a b+ שמתכנסת ל-( )lim n n
n

a b
→∞

+.  

)ולכן נסיק כי   ) ( )lim lim lim lim
k kl lm m

n n n n n n
n l n n

a b a b a b a b
→∞ →∞ →∞ →∞

+ = + = + ≤ +.  

  

 משפט •

)תהי  )na סדרה מתכנסת ל-a ותהי , כלשהו( )nb סדרה חסומה.  

)  - אזי  )lim lim lim limn n n n n
n n n n

a b a b a b
→∞ →∞ →∞ →∞

+ = + = +  

) -מתקיים  גם , שליליות- בנוסף הסדרות אי אם )lim lim lim limn n n n n
n n n n

a b a b a b
→∞ →∞ →∞ →∞

⋅ = ⋅ = ⋅.  

  

 :הוכחה -

)מאריתמטיקה של גבולות עליונים עולה כי  )lim lim lim limn n n n n
n n n n

a b a b a b
→∞ →∞ →∞ →∞

+ ≤ + = +.  

]lim n
n

a a
→∞

  .]כי זה גבול חלקי של סדרה מתכנסת =

limאם נוכיח שהביטוי  n
n

a b
→∞

)קי של הוא גבול חל + ) ( )n na b+ , נוכל להסיק שמתקיים

( )lim limn n n
n n

a b a b
→∞ →∞

+ ≤   .ומשני אי השוויונים החלשים נקבל שוויון, +

limידוע כי  n
n

b
→∞

)הוא גבול חלקי של   )nb ,סדרה - ולכן קיימת תת( )
kn

b שמתכנסת ל-lim n
n

b
→∞

.  

)סדרה של - נבחר תת )na כך שסדרת האינדקסים שלה תהיה אותה סדרה אינדקסים של

( )
kn

b . כלומר( )
kn

a.  

)- מהנתון ש )na מתכנסת ל -a בע כי גם תת הסדרה נו( )
kn

a מתכנסת ל-a.  

)ולכן נוכל להסיק  )lim lim lim lim
k k k k kn n n n n

k k k k
a b a b a b

→∞ →∞ →∞ →∞
+ = + = +

  

)סדרה של -אם כך מצאנו כי תת ) ( )n na b+ מתכנסת ל-lim n
n

a b
→∞

limולכן , + n
n

a b
→∞

גבול  +

)של  חלקי ) ( )n na b+ ,כמבוקש.  
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 סדרת קושי •

והוכחה , הדיון בשאלת גבול של סדרה עד עתה נגע לשאלת זיהוי הגבול של סדרה כלשהי

תנאי קושי מאפשר לדון בשאלת ההתכנסות של סדרה במנותק מהזיהוי . שזהו אכן הגבול

  .של הגבול המסוים שלה

  .של סדרה לבין היותה מקיימת את תנאי קושי נוכיח כי קיימת שקילות בין התכנסות

  : הגדרה -

)תהי  )na סדרה.  

( )na  אם " סדרת קושי"נקראת -  
0 00 ,n m n n m na aε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

  

 משפט •

  –הטענות הבאות שקולות 

)  .א )na סדרה מתכנסת  

)  .ב )na  סדרת קושי 

 

 )ב ⇐א : (הוכחה -

)- נתון ש )na מתכנסת ל -a .  כלומר
0 00

2
n n n na aε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

m,נבחר  n 0-כלשהם כך ש,m n n> ,  עבור שניהם מתקיים
2

na a
ε

− <  ,
2

ma a
ε

− <.  

   -לכן נסיק 
2 2

m n m n m na a a a a a a a a a
ε ε

ε− = − + − ≤ − + − < + =
  

 

 )א ⇐ב : (הוכחה -

)אם : למה .1 )na סדרת קושי אז היא סדרה חסומה.  

)מההגדרה של : נימוק )na ע כסדרת קושי נוב
0 00 ,n m n n m na aε ε> >∀ ∃ ∀ − <.  

1εולכן לצורך הפשטות נבחר , εהטענה נכונה לכל  1εכלומר עבור . = קיים  =

0n , 0כך שלכל,m n n>  1מתקייםm na a− <.  

m,0הטענה נכונה לכל  n n> , 0אז נבחר 1m n=   –ונקבל  +
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0 0 01 1 1
1 1 1 1

m n n n n n n
a a a a a a a+ + +− < ⇔ − < ⇔ − < < +  

הביטוי 
0 1 1na + )ולכן הסדרה , הוא קבוע כלשהו ± )na  חסומה על ידי

0 1 1na + ± 

מהאיבר עם האינדקס החל 
0

n.  

-מספר האיברים שהאינדקס שלהם נמוך מ
0

n י "ולכן חסום ע, הוא סופיt כלשהו.  

ידי המקסימום שבין  - נסיק כי הסדרה כולה חסומה על
0 1 1na +   .tובין   ±

)הראינו שאם  .2 )na ולכן ממשפט בולצאנו, סדרת קושי אז היא סדרה חסומה -

)-ויירשטראס נובע שיש ל )na סדרה מתכנסת - תת( )
kn

a . נסמן( )
kn

a a→. 

)גם : למה .3 )na עצמה מתכנסת ל-a.  

)נתון כי : נימוק )na ולכן  , סדרת קושי
0 00 ,

2
n m n n m na aε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

)תת הסדרה  )
kn

a מתכנסת ל -a ,  ולכן
0 0

0
2k k k kn n n na aε

ε
> >∀ ∃ ∀ − <.  

ל הטענה נכונה לכ
0k kn n> , אז נבחר

0 1k kn n +=.  

)נבחר  )
00 1 0

max ,
k

m n n+= , ולכן לכל
0

,m n m> מתקיימות שתי המסקנות.  

נקבל שלכל 
0

,n m m>  מתקיים-  

1 1 1 10 0 0 0 2 2k k k kn n n n n n na a a a a a a a a a
ε ε

ε
+ + + +

− = − + − ≤ − + − < + =  
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 חבהתכנסות במובן הר •

)הסדרה  )na אם מתקיים , מתכנסת במובן הרחב - 
0 0m n n n na m∈ >∀ ∃ ∀ >�

נסמן זאת  (  

lim n
n

a
→∞

=   -או אם מתקיים , )∞
0 0m n n n na m∈ >∀ ∃ ∀ <�

limנסמן זאת  (   n
n

a
→∞

= או , )∞−

  .אם היא מתכנסת

  

 הרחב יחידות הגבול במובן •

  .אזי הגבול שלה במובן הרחב יחיד, אם סדרה מתכנסת במובן הרחב

  

 :הוכחה -

o  עבורlim n
n

a L
→∞

ולכן לפי , הוכחנו שכל סדרה מתכנסת היא סדרה חסומה, =

ההגדרה של חסם מלעיל נובע כי 
m n n

a m∈∃ ∀ ולכן היא בהכרח לא מתכנסת , �>

 .במובן הרחב לגבול אחר

o עבור
 
lim n
n

a
→∞

= מהההגדרה נובע כי , ∞±
0 0m n n n na m∈ >∀ ∃ ∀ >�

ולכן נוכל , 

, הוכחנו שכל סדרה מתכנסת היא סדרה חסומה. להסיק כי אין לסדרה חסם מלעיל

 .ולכן סדרה שאינה חסומה אינה מתכנסת

 

 אריתמטיקה של גבולות אינסופיים •

)תהי  .1 )na ותהי , ∞-רה מתכנסת במובן הרחב לסד( )nb סדרה חסומה מלרע. 

)אזי מתקיים כי  )lim
n n

n
a b

→∞
+ = ∞.  

  

  :הוכחה

)- מהנתון ש )nb  חסומה מלרע נובע כי
c n n

b c∈∃ ∀ ≥�.  

)חב עבור מהגדרת התכנסות במובן הר )na  נובע כי
0 0k n n n n

a k∈ >∀ ∃ ∀ >�.  

  -נרצה להוכיח שמתקיימת התכנסות במובן הרחב 
0 0m n n n n na b m∈ >∀ ∃ ∀ + >�

.  

kנגדיר  m c=  –ונסיק שמתקיים , −
0 0k n n n n na b k c m∈ >∀ ∃ ∀ + > + =�  

  

)תהי  .2 )na  ותהי , ∞-מתכנסת לסדרה( )nb וגם , סדרה
0k n n

b k>∃ ∀ >. 

)אזי  )lim n n
n

a b
→∞

⋅ = ∞.  
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  :הוכחה

צריך להראות 
0 0m n n n n na b m∈ >∀ ∃ ∀ ⋅ >�

.  

)- מהנתון ש )na  מתכנסת במובן הרחב נובע
( )

0 0

max ,0
m n n n n

m
a

k
∈ >∀ ∃ ∀ >�.  

 -נסיק שמתקיים 

( ) ( )
0 0

max ,0
max ,0

m n n n n n n

m
a b a k k m

k
∈ >∀ ∃ ∀ ⋅ > ⋅ > ⋅ =�.  

  

 משפט •

)יהיו  )na,( )nb ונניח כי , סדרות
n n n

b a∀   –אזי . >

lim  .א limn n
n n

b a
→∞ →∞

= ∞ ⇒ = ∞ 

lim  .ב limn n
n n

a b
→∞ →∞

= −∞ ⇒ = −∞ 

 :הוכחה -

0 0 0 0m n n n n n n m n n n nb m a b a m∈ > ∈ >∀ ∃ ∀ > ∧ > ⇒ ∀ ∃ ∀ >� �
  

  

 משפט •

)תהי  )na 0ונניח כי , סדרה
n n

a∀   –אזי . ≠

  .א
1

lim lim 0n
n n

n

a
a→∞ →∞

= ±∞ ⇒ = 

  .ב
1

lim 0 lim
n

n n
n

a
a→∞ →∞

= ⇒ = ∞ 

 

 :הוכחה -

צריך להראות שמתקיים  
0 00

1 1
0

n n n n

n

a
a

ε ε
ε> >∀ ∃ ∀ − < ⇒ <.  

)- מהנתון ש )na חב לאינסוף נובע  מתכנסת במובן הר
0 0m n n n na m∈ >∀ ∃ ∀ >�

.  

נבחר . mההגדרה קובעת כי הדבר מתקיים לכל 
1

m
ε

  -ונקבל   =
1

n
a m

ε
> =.  
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 משפט •

  .כל סדרה מונוטונית מתכנסת במובן הרחב

  

 :הוכחה -

)אם  )na ולכן מתכנסת במובן הרחב, מונוטונית וחסומה אז היא מתכנסת.  

)אם  )na נסיק כי , מונוטונית ואינה חסומה - ( )
0 0m n n m n na m a m∈ ∈¬ ∃ ∀ ≤ ⇒ ∀ ∃ >� �.  

ניתן לקבוע שמתקיים לכל , ומכיוון שהסדרה מונוטונית
0

n n>  כי
n

a m>.  

  .יבלנו את ההגדרה של התכנסות במובן הרחב לאינסוףק

  

  

 ויירשטראס-הכללה של משפט בולצאנו •

)לכל סדרה  )na סדרה מתכנסת במובן הרחב-יש תת.  

  

 :הוכחה -

)אם  )na סדרה מתכנסת במובן הצר- ויירשטראס קובע שיש תת-משפט בולצאנו, חסומה.  

)אם  )na סדרה שמתכנסת לאינסוף באופן הבא -נבנה תת, לא חסומה-  

קיים אינדקס 
1

n כך ש-
1

1 na<  

קיים אינדקס 
2

n כך ש-
2

2 na<  

�  

קיים אינדקס 
k

n כך ש-
knk a<  

�  

)הסדרה  )
kn

a סדרה של - שבנינו היא תת( )na ,מאופן בניית תת הסדרה , כן- וכמו

נובע שמתקיים 
k kn na k∀   .נסות לאינסוףזו ההגדרה של התכ. <
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 גבולות ורציפות – 3 יחידה

  

 מונחים מתורת הקבוצות -

o יחיד  איבר, היא פעולה המתאימה לכל איבר בקבוצה אחת) או העתקה( פונקציה

 .בקבוצה אחרת

איבר יחיד בקבוצה  Aמתאימה לכל איבר בקבוצה  fאם למשל הפונקציה : סימון

B ,  נסמן זאת:f A B→.  

): או )a A b B f a b∈ ∈∀ ∃ = )b יחיד(  

o היא פונקציה  חד ערכית-פונקציה חד:f A B→  שמקיימת את הפסוק הבא– 

( ) ( )
1 2, 1 2 1 2a a A a a f a f a∈∀ ≠ ⇒ ≠ 

o היא פונקציה  פונקציה על:f A B→  שמקיימת את הפסוק הבא– 

( )b B a A f a b∈ ∈∀ ∃ = 

o של הפונקציה  תחום:f A B→  הוא הקבוצהA. 

o של הפונקציה  טווח:f A B→  הוא הקבוצהB. 

o של הפונקציה  תמונה:f A B→  היא הקבוצה( ){ }a Ab B f a b∈∈ ∃ = 

o של הפונקציה  צמצום:f A B→  לקבוצהC A⊆ היא הקבוצה 

( ){ }c Cb B f c b∈∈ ∃ =  

f:הצמצום של : סימון A B→ ל -C A⊆   מסומן:Cf C B→. 

o של הקבוצה  מקורD B⊆ , בפונקציה:f A B→ הוא הקבוצה 

 ( ){ }d Da A f x d∈∈ ∃ = 

o פונקציית הזהות )xid ( היא פונקציה:f A A→ , כך שמתקיים( )a A f a a∈∀ =  

o של הקבוצות  מכפלה קרטזית,A B  היא הקבוצה( ){ }, ,A B a b a A b B× = ∈ ∈ 
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 פונקציות ממשיות -

o איבר יחיד , היא פעולה המתאימה לכל איבר בקבוצה ממשית אחת ממשית פונקציה

 .בקבוצה ממשית אחרת

Xאם , כלומר ∈� ,Y f:אז הפונקציה , �∋ X Y→ נקראת פונקציה ממשית.  

o גרף של פונקציה ממשית :f X Y→  הוא הקבוצה( )( ){ },x f x x X∈ 

f:הגרף של כל פונקציה  X Y→  מוכל במכפלה הקרטזיתX Y×.  

o פונקציה זוגית :f X Y→ , היא פונקציה ממשית המקיימת את התנאי– 

( ) ( )x X x X f x f x∈∀ − ∈ ∧ − = 

o זוגית- פונקציה אי :f X Y→ , היא פונקציה ממשית המקיימת את התנאי– 

( ) ( )x X x X f x f x∈∀ − ∈ ∧ − = − 

o פונקציה מחזורית :f X Y→ , היא פונקציה ממשית המקיימת את התנאי– 

( ) ( ) ( )r x X x r X f x f x r∈∃ ∈ ∧ + ∈ ⇒ = +�  

  

 :תדוגמאות למשפחות של פונקציות ממשיו •

)   -הפונקציות הפולינומיאליות  .1 ) 1 2

: 0 1 2 ... n

f X Y nf x a a x a x a x→∀ = + + + +  ,

0na ≠ ,ia ∈� ,i∈�. 

)   -הפונקציות הרציונליות  .2 ) ( )
( ):f X Y

p x
u x

q x
→∀ =  ,( )p x ,( )q x לינומיםפו. 

)  -פונקציות החזקה  .3 ):

x

f X Y f x a→∀ = ,0a >. 

 ...sin,cos ,tan -הפונקציות הטריגונומטיות  .4
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 גבול של פונקציה בנקודה •

0xתהי : סביבה מנוקבת - 0ויהי , �∋ r< ∈�.  

}הקבוצה  }00x x x r∈ < −   .0xמוגדרת כסביבה מנוקבת של  �>

  .עצמה 0xללא , 0xמהנקודה  rכדי רדיוס -זו קבוצת כל הנקודות שמרוחקות עד, כלומר

)תהי : גבול של פונקציה בנקודה - )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)הוא הגבול של הפונקציה  L- נאמר ש )f x  0בנקודהx , אם–  

( )0 0 0
0

x
x x f x Lε δ δ ε> >∀ ∃ ∀ < − < ⇒ − <  

)הוא הגבול של הפונקציה  L: במילים )f x  0בנקודהx , אם לכל סביבתε  מלאה שלL ,

)מתקיים כי  δששייך לסביבה  xכך שלכל , 0xמנוקבת של  δקיימת סביבת  )f x  שייך

  .εלסביבה המלאה 

): כך 0xנסמן את הגבול בנקודה  )
0

lim
x x

f x L
→

=  

  

 יחידות הגבול •

)תהי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)אם  )
0

lim
x x

f x L
→

)וגם  = )
0

lim
x x

f x M
→

Lאזי  = M=.  

  

 :הוכחה -

Lנניח בשלילה כי  M≠ , ולכן נוכל להגדירM Lε = −.  

)מהנתון  )
0

lim
x x

f x L
→

)עבורו   1δנובע כי קיים   = )0 10
2

x x f x L
ε

δ< − < ⇒ − <.  

)מהנתון  )
0

lim
x x

f x M
→

)עבורו   2δנובע כי קיים   = )0 20
2

x x f x M
ε

δ< − < ⇒ − <.  

)נגדיר  )1 2min ,δ δ δ= , ונקבל סתירה–  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

M L M f x f x L M f x f x L
ε ε

ε ε ε ε= − = − + − ≤ − + − < + = ⇒ <
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 שלילת הגבול •

)תהי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)של הפונקציה  הגבול לאהוא  L- נאמר ש )f x  0בנקודהx , אם–  

( )0 0 0
0

x
x x f x Lε δ δ ε> >∃ ∀ ∃ < − < ∧ − ≥  

)הגבול של הפונקציה  לאהוא  L: במילים )f x  0בנקודהx , אם קיימת סביבתε  מלאה

וגם מתקיים  δשגם שייך לסביבה  xקיים , 0xמנוקבת של  δכך שלכל סביבת , Lשל 

)עבורו כי  )f x  אינה שייכת לסביבתε  מלאה שלL.  

  

 משפט •

)יהיו  )f x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מנוקבת שלx.  

-שנסמן ב, 0xנניח כי קיימת סביבה מנוקבת של 
0x

V ,כך ש-( ) ( )
0 0x xV V

f x g x= , אזיL

)הוא גבול של  )f x  0בנקודהx , אם ורק אם הוא גם גבול של( )g x  0בנקודהx.  

  

 :הוכחה -

)נניח כי  )
0

lim
x x

f x L
→

)- כך ש 0δלכן קיימת סביבה . = )0 0
0 x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <  

ידוע כי קיימת סביבה 
0x

V ,כך ש -( ) ( )
0 0x xV V

f x g x=.  

)נבחר  )
01min , xVδ δ= ,י עבורה מתקיימים שני התנאים ונקבל כ–  

( )0
0 x x f x Lδ ε< − < ⇒ − )וגם  > ) ( )f x g x=.  

)עבורה  δנסיק כי קיימת סביבת  )0
0 x x g x Lδ ε< − < ⇒ − וזו הגדרת הגבול , >

)עבור  )g x  0בנקודהx.  
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 צדדיות- סביבות חד •

0היא קבוצת הנקודות  0xסביבה מנוקבת של  - 0x x xδ δ− < <   .עצמה 0xללא , +

קבוצת הנקודות : או באופן שקול
0 10 x x δ< − <.  

0בוצת הנקודות היא ק 0xסביבה ימנית מנוקבת של  - 0x x x δ< < +. 

00: או באופן שקול x x δ< − <  

0היא קבוצת הנקודות  0xסביבה שמאלית מנוקבת של  - 0x x xδ− < <. 

00: או באופן שקול x x δ< − <  

  

 צדדיים-גבולות חד •

)תהי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)של הפונקציה  גבול מימיןהוא  L- נאמר ש )f x  0בנקודהx , אם–  

( )0 0 0
0

x
x x f x Lε δ δ ε> >∀ ∃ ∀ < − < ⇒ − <  

)של הפונקציה  שמאלגבול מהוא  L- נאמר ש )f x  0בנקודהx , אם–  

( )0 0 0
0

x
x x f x Lε δ δ ε> >∀ ∃ ∀ < − < ⇒ − <  

)גבול מימין נסמן    )
0

lim
x x

f x L
+→

=  

)גבול משמאל נסמן  )
0

lim
x x

f x L
−→

=  

  

  משפט •

)תהי  )f x 0נקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת של פוx.  

)אזי  )
0

lim
x x

f x L
→

)אם ורק אם  = ) ( )
0

lim lim
ox x x x

f x f x L
+ −→ →

= =.  
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 )'ב ⇐' א: (הוכחה -

)נניח כי  )
0

lim
x x

f x L
→

), כלומר. = )0 0 0
0 x x f x Lε δ δ ε> >∀ ∃ < − < ⇒ − <  

} - נשים לב כי  } { }0 0 0
0 0 0x x x x x xδ δ δ< − < = < − < ∧ < −   .כמבוקש, >

  

 )'א ⇐' ב: (הוכחה -

)נניח כי  ) ( )
0

lim lim
ox x x x

f x f x
+ −→ →

=.  

)מהגדרת גבול ימני נובע כי  )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת ימנית שלx , ומהגדרת גבול

)שמאלי נובע כי  )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שמאלית שלx , ולכן היא מוגדרת

  .0xבסביבה מנוקבת של 

rמהגדרת גבול ימני נובע כי קיימת 
δ ,כך ש- ( )0

0
r

x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <  

lכי קיימת מהגדרת גבול שמאלי נובע 
δ ,כך ש - ( )0

0
l

x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <  

)נבחר  )min ,r lδ δ δ= , ונקבל שעבור סביבה זו מתקיימים שני התנאים יחד-  

( )0 0
0 0x x x x f x Lδ δ ε< − < ∧ < − < ⇒ − <  

)           - כלומר  )0
0 x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <  

  

 רציפות •

)תהי  )f x  0של  מלאהפונקציה המוגדרת בסביבהx.  

)נאמר כי  )f x  0רציפה בנקודהx , אם( ) ( )
0

0
lim
x x

f x f x
→

=.  

  

 משפט •

)יהיו  )f x,( )g x 0ביבה מלאה של פונקציות המוגדרות בסx.  

-שנסמן ב, 0xנניח כי קיימת סביבה מלאה של 
0x

V ,כך ש -( ) ( )
0 0x xV V

f x g x=,  

)אזי  )f x  0רציפה בנקודהx , אם ורק אם( )g x  0רציפה בנקודהx.  
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 :הוכחה -

, שקבע כי בתנאים אלו הגבולות של שתיהן קיימים ושווים, משפט זה נובע ממשפט קודם

  .ובפרט גם הגבולות שמגדירים רציפות קיימים ושווים עבור שתיהן

  

  צדדית- רציפות חד •

)תהי  )f x 0של  מלאהיה המוגדרת בסביבה פונקצx.  

)נאמר כי  )f x  0רציפה מימין בנקודהx , אם( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
+→

)וכי , = )f x  רציפה

)אם , 0xמשמאל בנקודה  ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
−→

=.  

  

 משפט •

)תהי  )f x  0של  מלאהפונקציה המוגדרת בסביבהx.  

)אזי  )f x  0רציפה בנקודהx  אם ורק אם( ) ( ) ( )
0

0lim lim
ox x x x

f x f x f x
+ −→ →

= =.  

  .)מסקנה מיידית מהמשפטים הקודמים(

  

 רציפות-מיון נקודות אי •

)תהי  )f x  0של  מלאהפונקציה המוגדרת בסביבהx.  

  :רציפות- נחלק בין שלושה סוגים של נקודות אי

o 0- ולכן קיים גבול כללי ב, צדדיים קיימים ושווים-הגבולות החד: מקרה ראשוןx אולם 

( ) ( )
0

0
lim
x x

f x f x
→

≠. 

  .רציפות סליקה-איזו נקראת נקודת 

o 0- ולכן אין גבול ב, צדדיים קיימים ושונים- הגבולות החד: מקרה שניx. 

  .רציפות מסוג ראשון-איזו נקראת נקודת 

o 0-ב במובן הצר צדדיים לא קיים-אחד משני הגבולות החדלפחות : מקרה שלישיx. 

  .רציפות מסוג שני-איזו נקראת נקודת 
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 קריטריון היינה לקיום גבול •

)תהי  )f x  0נוקבת של מפונקציה המוגדרת בסביבהx ,שנסמן ב -
0x

V.  

  –אזי הטענות הבאות שקולות 

)  .א )
0

lim
x x

f x L
→

= 

)  .ב ) ( ) ( )
0

0lim lim
n x

n nx V
n n

x x f x L∈ →∞ →∞
∀ = ⇒ = 

)לכל סדרה , כלומר[ )nx , בסביבה מנוקבת
0x

V , אם( ) 0lim n
n

x x
→∞

אז, =

( )lim n
n

f x L
→∞

=[.  

ומגדיר , הנשים לב שהמשפט קושר בין הגדרת גבול של סדרה לבין הגדרת גבול של פונקצי

  .גבול של פונקציה באמצעות מונחי גבולות של סדרה בלבד

  

 )'ב ⇐' א: (הוכחה -

)נניח כי  )
0

lim
x x

f x L
→

=.  

)תהי  )nx כך ש, סדרה -( ) 0lim n
n

x x
→∞

)נרצה להראות כי . = )lim n
n

f x L
→∞

=.  

0 יהי ε<.  

)נתון כי  )
0

lim
x x

f x L
→

0ולכן קיים , = δ< ,כך ש -( )00 x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <.  

)נתון גם כי  ) 0lim n
n

x x
→∞

0nכך שלכל , 0nולכן קיים , = n>  מתקיים
00 nx x δ< − < .

)נזכור כי ( )nx ולכן , שייכת לסביבה מנוקבת
00 nx x< −(.  

תוחם  δואילו , תמונהתוחם את האינטרוול ב ε, נשים לב כי בהגדרת גבול של פונקציה[

נשתמש , ולכן מכיוון שכאן מדובר בסדרה של איברים מהטווח, טווחול באת האינטרו

  .]δ- באינטרוול שמסומן ב

)מכיוון שנתון  )00 x x f x Lδ ε< − < ⇒ − מתקיים כי  0nומכיוון שהחל מאינדקס , >

00 nx x δ< − )נוכל להסיק כי , > )00
n n

x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <.  

)החל מאינדקס מסוים מתקיים , לפי הגדרת גבול של סדרה, כלומר )n
f x L ε− משמע , >

)מתקיים הגבול  )lim n
n

f x L
→∞

=.  
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 )'א ⇐' ב: (הוכחה -

)נניח כי  ) ( ) ( )
0

0lim lim
n x

n nx V
n n

x x f x L∈ →∞ →∞
∀ = ⇒ =.  

)נניח בשלילה כי  )
0

lim
x x

f x L
→

≠.  

) -מהגדרת שלילת הגבול עולה כי  )0 0 00
x

x x f x Lε δ δ ε> >∃ ∀ ∃ < − < ∧ − ≥  

0ידוע שקיים  .1 ε< , 0שעבורו לכל δ< מתקיימת שלילת הגבול. 

0השלילה מתקיימת לכל  δ< , ולכן נוכל לבחור אתδ  להיות
1

n
n

δ =.  

)נבחר סדרה  .2 )nx  באופן הבא–  

i. ( )
0n xx V∈ 

ii. ( ) ( )0 0,n n nx x xδ δ∈ − + 

iii. ( )n
f x L ε− ≥ 

)נשים לב כי  .3 ) 0lim n
n

x x
→∞

כי הרי בחרנו , =
1

n
n

δ 0לכן ו, =

1
0

n
x x

n
δ< − < =

0limממשפט הסנדוויץ נובע כי   0n
n

x x
→∞

− =.  

)ממשפט שהוכחנו בסדרות עולה כי  )0 0lim 0 limn n
n n

x x x x
→∞ →∞

− = ⇒ =.  

ך בסביבה כ xידוע שתמיד קיים , שידוע שקיים מהגדרת שלילת הגבול ε-עבור ה .4

) - ש )f x L ε− )ובפרט גם , ≤ )n
f x L ε− )ולכן בהכרח , ≤ )lim n

n
f x L

→∞
≠. 

0מהגדרת גבול של סדרה נובע שלכל : נימוק[ ε<  0קייםn  0כך שלכלn n> 

)מתקיים  )n
f x L ε− אולם עבור . >

*ε  מתקיים( ) *

n
f x L ε− ≥[.  

) -בסתירה להנחה ש ) ( )0lim limn n
n n

x x f x L
→∞ →∞

= ⇒ =. 
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 קריטריון היינה לרציפות •

), מקריטריון היינה לקיום גבול נובע מיידית כי הגדרת הרציפות ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

= ,

)ת אם ורק אם מתקיימ ) ( ) ( ) ( )
0

0 0lim lim
n x

n nx V
n n

x x f x f x∈ →∞ →∞
∀ = ⇒ =.  

  

 משפט •

)מקריטריון היינה לקיום גבול נובע כי אם  )f x  0נוקבת של מפונקציה המוגדרת בסביבהx 

שנסמן 
0x

V , 0אזי יש לה גבול כלשהו בנקודהx , אם ורק אם לכל סדרה( )
0n xx V∈ ,

)הסדרה , 0x- שמתכנסת ל )nf x  לגבול כלשהומתכנסת.  

  

  )'חלק א: (הוכחה -

)נניח כי קיים הגבול   )
0

lim
x x

f x L
→

=.  

)מקריטריון היינה נובע שלכל סדרה  )
0n xx V∈ ,0-שמתכנסת לx , הסדרה( )nf x 

  .L-מתכנסת ל

  

 )'חלק ב: (הוכחה -

)נניח כי לכל סדרה  )
0n xx V∈ 0- שמתכנסת לx , הסדרה( )nf x ת לגבול כלשהומתכנס.  

)נוכיח שמתקיים כי כל הסדרות  )nf x מתכנסות לגבול אחד שנסמן ב -L , ולכן מקריטריון

)היינה לקיום גבול ינבע שלפונקציה  )f x 0-קיים גבול בx.  

), רותשקיימות שתי סד נניח )nx,( )ny ,0-כך ששתיהן מתכנסות לx , ונניח בשלילה כי

)מתקיים כי  ) ( )lim limn n
n n

f x f y
→∞ →∞

≠.  

) -נבנה סדרה חדשה  ) 1 1 2 2 3 3, , , , , ,...nz x y x y x y= .0-קל לראות שסדרה זו מתכנסת לx.  

)לעומת זאת הסדרה  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , , , ,...nf z f x f y f x f y f x f y=  אינה

)-כי לפי מה שהנחנו בשלילה ש, מתכנסת ) ( )lim limn n
n n

f x f y
→∞ →∞

נובע כי יש לה שתי , ≠

  .סדרות שמתכנסות לגבולות שונים-תתי

)מצאנו שעבור  )nz 0- שמתכנסת לx ,קיים  לא( )lim n
n

f z
→∞

בסתירה לנתון שקיים גבול לכל , 

  .ל"סדרה כנ
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 )של פונקציה(  קריטריון קושי לקיום גבול •

)תהי  )f x  0נוקבת של מפונקציה המוגדרת בסביבהx ,שנסמן ב -
0x

V.  

)-ל )f x  0קיים גבול בנקודהx , אם ורק אם מתקיים התנאי הבא–  

( ) ( )0

0 0

0

0

0

x x
f x f y

y x
ε δ

δ
ε

δ> >

< − <
∀ ∃ ⇒ − <

< − <
  

  

 )'חלק א: (הוכחה -

)נניח שקיים הגבול  )
0

lim
x x

f x
→

.  

0מההגדרה נובע שלכל  ε<  0קיים δ< ,כך ש- ( )00 x x f x Lδ ε< − < ⇒ − <.  

x,יהיו  y   נקודות שעבור שתיהן מתקיים
00 x x δ< − <  ,

00 y x δ< − <.  

)נסיק מכך כי  )
2

f x L
ε

− < ,( )
2

f y L
ε

−   –ולכן . >

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f x f y f x L L f y f x L L f y
ε ε

ε− = − + − ≤ − + − < + =  

  

 )'חלק ב: (הוכחה -

)נניח כי   ) ( )0

0 0

0

0

0

x x
f x f y

y x
ε δ

δ
ε

δ> >

< − <
∀ ∃ ⇒ − <

< − <
.  

)תהי  )
0n xx V⊆  סדרה שמקיימת( ) 0lim n

n
x x

→∞
 -ולכן , =

0 00 00n n n nx xε ε> >∀ ∃ ∀ < − <.  

m,0ולכן לכל  n n>  מתקיים
00 nx x δ< − וגם  >

00 mx x δ< − <.  

)אי נתון התנ ) ( )0

0

0

0

x x
f x f y

y x

δ
ε

δ

< − <
⇒ − <

< − <
ולכן נובע מזה מידית כי עבור הערכים  

)  -שבחרנו מתקיים  ) ( )0

0

0

0

n

n m

m

x x
f x f x

x x

δ
ε

δ

< − <
⇒ − <

< − <
  ).בשינוי סימון( 

)נובע כי אם   לסדרותמקריטריון קושי  ) ( )n m
f x f x ε− )-הרי ש > )nf x  סדרה

)-ל ומקריטריון היינה נובע כי, מתכנסת )f x  0קיים גבול בנקודהx.  
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 פונקציה חסומה •

)תהי  )f x  פונקציה המוגדרת בקבוצהA ⊆ �.  

)נאמר כי  )f x חסומה מלעיל ב-A ,  אם( )m x A f x m∈ ∈∃ ∀ ≤�  

)נאמר כי  )f x חסומה מלרע ב -A ,  אם( )c x A f x c∈ ∈∃ ∀ ≥�  

)נאמר כי  )f x חסומה ב -A ,אם היא חסומה מלעיל ומלרע. 

  

 משפט •

)תהי  )f x  0נוקבת של מפונקציה המוגדרת בסביבהx ,שנסמן ב -
0x

V.  

)אם  )
0

lim
x x

f x L
→

-שנסמן ב, 0xאזי קיימת סביבה מנוקבת של  =
0x

U ,  שבה( )f x 

), כלומר. חסומה )
0xm x U

f x m∈ ∈∃ ∀ ≤�.  

  

 :הוכחה -

)נתון כי  )
0

lim
x x

f x L
→

)ולכן , = )0 0 00 x x f x Lε δ δ ε> >∀ ∃ < − < ⇒ − <.  

1εולכן נבחר , εהטענה נכונה לכל  )ונקבל כי  = )00 1x x f x Lδ< − < ⇒ − <.  

), כלומר )1 1L f x L− < < +.  

}נבחר את הסביבה  }
0 00xU x x x δ= ∈ < − ונקבל כי בסביבה זו מתקיים שלכל , �>

0 0x x xδ δ− < < )מתקיים  + )1 1L f x L− < <   .כמבוקש, שזו סביבה חסומה +

 :מסקנה -

)אם  )f x  0רציפה בנקודהx ,0של מלאה ז קיימת סביבה אx , שבה( )f x  חסומה.  

  

 משפט •

)תהי  )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שלx  שנסמן
0x

V.  

)אם  )
0

lim 0
x x

f x L
→

= שנסמן  0xשל  אזי קיימת סביבה ≠
0x

U , 0וקייםc - כך ש, <

( )
0xx U f x c∈∀ >.  
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 :הוכחה -

נבחר 
2

L
ε -ומהגדרת הגבול ינבע כי , =

( ) ( ) ( )0 0 0

3
0

2 2 2 2 2

L L L L L
x x f x L L f x L f xε δ δ> >∀ ∃ < − < ⇒ − < ⇒ − < < + ⇒ < <

0Lנתון כי  ולכן גם  ≠
3

, 0
2 2

L L
)ולכן נסיק כי קיימת סביבה שבה ערכי , < )f x חיוביים.  

)אם : מסקנה - )f x 0- רציפה בx , וגם( )0 0f x שבה  0xאזי קיימת סביבה מלאה של , <

)כל ערכי  )f x חיוביים.  

  

 לפונקציות' משפט הסנדוויץ •

)יהיו  )f x,( )h x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מנוקבת שלx  שנסמן
0x

U.  

)אם  ) ( ) ( )
0xx U f x h x g x∈∀ ≤ )וכן הגבולות  ≥ )

0

lim
x x

f x
→

 ,( )
0

lim
x x

g x
→

-קיימים ושווים ל 

L , אזי גם קיים הגבול( )
0

lim
x x

h x
→

  .L- ושווה ל 

 :הוכחה -

)נוכיח את קיום הגבול  )
0

lim
x x

h x L
→

  .באמצעות קריטריון היינה =

)תהי הסדרה  )nx ,( )
0n xx U∈ ,( ) 0lim n

n
x x

→∞
)נרצה להוכיח כי  , = )lim n

n
h x L

→∞
=.  

)מקריטריון היינה עבור הפונקציה  )f x  נובע כי( ) ( )
0

lim lim
n

n x x
f x f x

→∞ →
ועבור , =

)הפונקציה  )g x  נובע כי( ) ( )
0

lim lim
n

n x x
g x g x

→∞ →
=.  

)נתון כי  ) ( ) ( )
0xx U f x h x g x∈∀ ≤ )ולכן בפרט גם  , ≥ ) ( ) ( )

0n xx U n n nf x h x g x∈∀ ≤ ≤.  

)לסדרות נסיק שאם  ' ממשפט הסנדוויץ ) ( ) ( )
0

lim lim lim
n xx U n n n

n n n

L L

f x h x g x∈ →∞ →∞ →∞

= =

∀ ≤ ≤
	




� 	




�

אז , 

)מתקיים   )lim n
n

h x L
→∞

)ולכן , = )
0

lim
x x

h x L
→

  .לפי קריטריון היינה, =

 :מסקנה -

)יהיו  )f x,( )h x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מלאה שלx  שנסמן
0x

V . אם

( ) ( ) ( )
0xx U f x h x g x∈∀ ≤ )וכן ידוע כי , ≥ )f x,( )g x 0- רציפות בx , וגם

( ) ( )0 0f x g x= , אזי גם( )h x 0- רציפה בx.  
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 של גבולות של פונקציותאריתמטיקה  •

)יהיו  .1 )f x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מנוקבת שלx , שנסמן
0x

V.  

)אם מתקיים  ) ( )
0xx V g x f x∈∀ )וכן קיימים הגבולות , > )

0

lim
x x

f x L
→

=,( )
0

lim
x x

g x M
→

= ,

Mאזי  L<.  

  

 :הוכחה -

)מקריטריון היינה לקיום גבול נובע כי לכל סדרה  )nx , שמקיימת( )
0n xx V∈ ,

( ) 0lim n
n

x x
→∞

)מתקיים עבור הפונקציה , = )f x  כי( ) ( )
0

lim lim
n

n x x
f x f x

→∞ →
ועבור , =

)הפונקציה   )g x  כי( ) ( )
0

lim lim
n

n x x
g x g x

→∞ →
=.  

ממשפט שהוכחנו לגבי סדרות נובע כי מהנתון שבסביבה 
0x

V  מתקיים( ) ( )g x f x<  ניתן

)להסיק כי  ) ( )lim limn n
n n

g x f x
→∞ →∞

)כלומר  . > ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

g x f x
→ →

<.  

  

)יהיו  .2 )f x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מנוקבת שלx , שנסמן
0x

V.  

)אם  )
0

lim 0
x x

f x
→

)וכן  = )g x סומה בח-
0x

V , אזי( ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

⋅ =.  

  

 :הוכחה -

)תהי הסדרה  - נשתמש בקריטריון היינה  )nx , שמקיימת( )
0n xx V∈ ,( ) 0lim n

n
x x

→∞
= ,

)נרצה להוכיח כי   ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

⋅ =.  

)מהנתון כי  )g x חסומה ב -
0x

V  נובע בפרט גם כי( )ng x חסומה ב -
0x

V .כלומר ,

( )
nm x n

g x m∈∃ ∀ <�.  

)ממשפט שהוכחנו לסדרות נובע כי  ) ( )( )lim 0n n
n

f x g x
→∞

⋅ ק ולכן מקריטריון היינה נסי, =

)כי  ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

⋅ =.  

  

)תהי  .3 )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת שלx , אזי הטענות הבאות שקולות–  
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)  .א )
0

lim
x x

f x L
→

= 

)  .ב )( )
0

lim 0
x x

f x L
→

− = 

)  .ג )
0

lim 0
x x

f x L
→

− = 

  .]ריון היינה והסתמכות על הטענה המקבילה בסדרותקל להוכיח באמצעות קריט[

  

)יהיו  .4 )f x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מנוקבת שלx , ונניח כי שתיהן מתכנסות

)ונסמן , בנקודה זו )
0

lim
x x

f x L
→

=  ,( )
0

lim
x x

g x M
→

  –אזי . =

)  .א )
0

lim
x x

f x L
→

= 

)  .ב )
0

lim
x x

c f x c L
→

⋅ = ⋅ ,c∈� 

)  .ג ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x L M
→

+ = + 

)  .ד ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x L M
→

⋅ = ⋅ 

0mאם   .ה אז , ≠
( )
( )0

lim
x x

f x L

g x M→

 
=  

 
בטענה זו יש להשתמש גם בטענה קודמת .  [

)של הפונקציה  Mובע כי אם קיים גבול ממנה נ )g x 0- כך שm אז קיימת סביבה , ≠

0x
U  שבה( )

0xx U
g x c∈∀ >[. 

  

)יהיו : מסקנה כללית - )f x,( )g x 0-פונקציות רציפות בx , אזי גם הפונקציות הבאות

 -  0x- רציפות ב

( )f x ,( )c f x⋅ ,( ) ( )f x g x+ ,( ) ( )f x g x⋅ , ואם( )0 0g x אז גם  ≠
( )
( )

f x

g x
.  
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 הרכבה של פונקציות •

,יהיו הקבוצות  ,X Y Z , ויהיו הפונקציות:g Y Z→ ,:f X Y→.  

)נסמן  )f x y= ,( )g y z=.  

  –כפונקציה הבאה , fעל הפונקציה gקציה נגדיר הרכבה של הפונ

:g f X Y Z→ )ומתקיים כי , �→ ) � ( )( ) ( )
def

g f x g f x g y z= = =�.  

  

 גבול של פונקציה מורכבת •

)יהיו  )f x ,( )g y ך שמתקיים כ, פונקציות ממשיות -  

o ( )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שלx  ומתקיים( )
0

0lim
x x

f x y
→

= 

o ( )g y  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שלy  ומתקיים( )
0

lim
y y

g y L
→

= 

 

gכבת אזי לפונקציה המור f� 0- קיים גבול בx  ומתקיים( )
0

lim
x x

g f x L
→

אם מתקיים , �=

  –לפחות אחד משני התנאים הבאים 

)  .א ) ( )
0

0lim
y y

g y g y
→

), כלומר. = )g y 0-רציפה בy. 

שנסמן  0xמנוקבת של קיימת סביבה   .ב
0x

U ,כך ש-( )
0

0xx U f x y∈∀ ≠. 

 

 )חלק ראשון: (הוכחה -

ראשית יש להראות כי היא מוגדרת , כדי לטעון שקיים גבול לפונקציה כלשהי בנקודה

  .0xבסביבת נראה כי פונקציית ההרכבה מוגדרת . בסביבה מנוקבת של נקודה זו

  

)נוכיח כי אם  .1 )g y 0-רציפה בy , 0אז פונקציית ההרכבה מוגדרת בסביבתx. 

)נתון כי  )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שלx ,  ושקיים הגבול( )
0

0lim
x x

f x y
→

ולכן , =

( )0 0 0 00 x x f x yε δ δ ε> >∀ ∃ < − < ⇒ − <.  
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)-נניח כי מתקיים התנאי הראשון ש )g y 0- רציפה בy , משמע( )g y  מוגדרת בסביבה

)ן ולכ, 0yשל  מלאה )0 0 0y y g y Lε δ ε δ> >∀ ∃ − < ⇒ − <.  

נשים לב כי האינטרוול 
00 x x δ< − )של  תחוםשייך ל > )f x , והאינטרוול

0y y ε− < 

)של  תחוםשייך ל )g y . לכן עבור ההרכבהg f�  נסיק כי–  

( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

0 0 00

x yf x g y g f x

x x f x y y y g y L g f x Lδ ε ε δ ε
∈ ∈∈ ∈

< − < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ − <

�

	







� 	





�	








� 	







� 	










�

)הגרירה הראשונה נובעת מהנתון שקיים הגבול  : נימוק[ )
0

0lim
x x

f x y
→

=.  

)הגרירה השנייה נובעת מהסימון  )f x y=.  

)-הגרירה השלישית נובעת מהנתון ש )g y 0- רציפה בy , ולכן( ) 0f x y ε− היא  >

  .]סביבה מלאה

  

)- כך ש 0xנוכיח כי אם קיימת סביבה מנוקבת של  .2 )
0

0xx U f x y∈∀ אז פונקציית ההרכבה , ≠

 .0xמוגדרת בסביבת 

)נתון כי  )g y  0 של מנוקבתמוגדרת בסביבהy ,*

00 y y δ< −  )לא נתונה רציפות. (>

נתון כי קיימת סביבה מנוקבת 
0x

U  כך ש-( )**

0 00 x x y f x yδ< − < ⇒ = ≠.  

)נבחר  )* **min ,δ δ δ= , ונקבל כי מתקיימים שני התנאים-

( ) ( ) ( )0 0 0 0 00 0 0x x f x y f x y x x f x yδ ε δ ε   < − < ⇒ − < ∧ ≠ ⇒ < − < ⇒ < − <   
  

)ן גם כי  נתו )
0

lim
y y

g y L
→

)ולכן , = )0 0 00 y y g y Lε δ δ ε> >∀ ∃ < − < ⇒ − <.  

 - נקבל באופן כללי כי 

( ) ( )0 0 00 0 0x x f x y y y g y Lδ ε δ ε< − < ⇒ < − < ⇒ < − < ⇒ − <  

)-הגרירה הראשונה נובעת מכך ש: נימוק[ )g y מוגדרת בסביבה מנוקבת ,

( )* **min ,δ δ δ=  כי עבורה מתקיים( ) 0f x y≠.  

)הגרירה השלישית נובעת מהנתון  )
0

lim
y y

g y L
→

=[.  
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 )חלק שני: (הוכחה -

)נוכיח כעת את הטענה  )
0

lim
x x

g f x L
→

  .באמצעות קריטריון היינה לקיום גבול �=

)מקריטריון זה נובע כי קיום הגבול  )
0

0lim
x x

f x y
→

)שקול לטענה כי לכל סדרה  = )nx ,

)המקיימת  )
0n xx V∈ , כאשר

0x
V  0היא סביבה מנוקבת שלx , אם( ) 0lim n

n
x x

→∞
אז , =

( ) 0lim n
n

f x y
→∞

=.  

  

)נניח כי  .1 )g y 0-רציפה בy , כלומר( ) ( )
0

0lim
y y

g y g y L
→

= =. 

)נתון כי  )
0

0lim
x x

f x y
→

)ולכן מקריטריון היינה נובע כי  = ) 0lim n
n

f x y
→∞

=.  

)נסמן  )n nf x y=  ונקבל( ) 0lim n
n

y y
→∞

=.  

)מהרציפות של  )g y ע כי  נוב( ) ( )
0

0lim
y y

g y g y L
→

=  לרציפותולכן מקריטריון היינה , =

)נובע כי  ) ( )0lim n
n

g y g y L
→∞

= =.  

)נשים לב שמתקיים  ) ( )( ) ( )n n ng y g f x g f x= =   –ולכן , �

( ) ( ) ( ) ( )0 0lim limn n
n n

g y g y L g f x g y L
→∞ →∞

= = ⇒ = =�  

)מקריטריון היינה לקיום גבול נסיק כי    ) ( )
0

0lim
x x

g f x g y L
→

= =�.  

  

שנסמן  0xיבה מנוקבת של נניח שקיימת סב .2
0x

U ,כך ש -( )
0

0xx U f x y∈∀ ≠. 

)נתון כי  )
0

0lim
x x

f x y
→

)ולכן מקריטריון היינה נובע כי  = ) 0lim n
n

f x y
→∞

=.  

)נסמן  )n nf x y=  ונקבל( ) 0lim n
n

y y
→∞

=.  

)נתון כי  )
0

lim
y y

g y L
→

)ולכן מקריטריון היינה נובע כי  = )lim n
n

g y L
→∞

=.  

)ידוע גם כי  )
0

0xx U f x y∈∀ )ולכן בפרט גם  ≠ ) ( )
0

0n xx U n nf x y y∈∀ = ≠.  

)ערכי , משמע )ny  0שייכים לסביבה מנוקבת שלy , שנסמן
0y

V.  
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)לכל סדרה  - לכן מתקיימים תנאי קריטריון היינה לקיום גבול  )ny  ששייכת לסביבה

המנוקבת 
0y

V , מתקיים( )lim n
n

g y L
→∞

=.  

)נשים לב שמתקיים  ) ( )( ) ( )n n ng y g f x g f x= =   –ולכן , �

( ) ( )lim limn n
n n

g y L g f x L
→∞ →∞

= ⇒ =�  

)מקריטריון היינה לקיום גבול נסיק כי    )
0

lim
x x

g f x L
→

=�.  

  

  :מסקנה -

)תהי  )f x 0-רציפה בx  ותהי( )g y 0- רציפה בy , ונניח כי( )0 0f x y=.  

)אזי מתקיים  ) ( )
0

0lim
x x

g f x g f x
→

=� )כלומר . � )g f x� 0- רציפה בx.  

  :נימוק

)נתון כי  )g y 0-רציפה בy ,מורכבת  ולכן התנאי הראשון של המשפט על גבול של פונקציה

)  - ולכן נסיק כי , מתקיים ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0lim lim
x x y y

g f x g y g y g f x
→ →

= =   .כמבוקש, �=

  

 רציפות בקטע •

)ותהי , �-קטע ב Iיהי  )f x  פונקציה המוגדרת בקטעI.  

)נאמר כי  )f x  רציפה בקטעI ,ואם , אם היא רציפה בכל נקודה פנימיתI  הוא קטע

)-נדרוש ש, סגור )f x תהיה רציפה משמאל בנקודה הימנית ומימין בנקודה השמאלית.  

)מקריטריון היינה נובע כי : הערה - )f x  רציפה בקטעI , אם ורק אם לכל סדרה( )nx I∈ 

)אם  -מתקיים כי  ) 0lim n
n

x x
→∞

)אז  = ) ( )0lim n
n

f x f x
→∞

=. 

  

 תנאי ערך הביניים •

)תהי  )f x  פונקציה המוגדרת בקטעI . נאמר כי( )f x  מקיימת את תנאי ערך הביניים

1אם לכל , Iבקטע  2,x x I∈  ולכל( ) ( )1 2,y f x f x∈   , 1קיים 2x x x≤ -כך ש ≥

( )f x y=.  
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 משפט ערך הביניים •

  .פונקציה רציפה בקטע מקיימת את תכונת ערך הביניים בקטע

  

 :הוכחה -

)תהי  )f x  מוגדרת בקטע[ ],I a b= , יהיו[ ]1 2, ,x x a b∈  ונניח( ) ( )1 2,y f x f x∈  .  

)אם  .1 ) ( )1 2f x f x= ,י אז אם כ, מסקנת המשפט נכונה מידית( ) ( )1 2,y f x f x∈    הרי

)- ש ) ( )1 2y f x f x= )ולכן גם , = )1f x y=  וגם( )2f x y= , ומתקיים תנאי ערך

 .הביניים

)נניח בלי הגבלת הכלליות כי  .2 ) ( )1 2f x f x< כך ש-( ) ( )1 2f x y f x< <.  

]  - הקבוצה הבאה  נגדיר את ] ( ){ }1 2,B x x x f x y= ∈ ≤.  

1xכי , קבוצה זו אינה ריקה B∈ ,2ידי -וכן היא חסומה מלעיל עלx , ולכן יש לה חסם עליון

0supשנסמן  B x= . 1נשים לב שמתקיים 0 2x x x≤ ≤.  

)י נוכיח כ .3 )0f x y= ,ומכך ינבע משפט ערך הביניים. 

)כדי להוכיח את הטענה  .4 )0f x y= , נפריך את הטענות( )0f x y< ,( )0f x y>. 

)נניח בשלילה כי   .א )0f x y<. 

)מההנחה  )0f x y< ולה שנוכל לבחור  ע( )0y f xε = )ומהנתון כי , − )f x  רציפה

]נקבל כי קיימת סביבה ימנית , בקטע ]0 0,x x δ+  כך שלכלx  בסביבה מתקיים -

( ) ( ) ( ) ( )0 0f x f x y f x f x yε− < = − ⇒ 0 ובפרט גם , >
2

f x y
δ + < 

 
.  

0נשים לב כי  0
2

x x
δ

< 0  -ומכיוון ש, +
2

x B
δ

+   .חסם עליון 0xנקבל סתירה להנחה  ∋

)נניח בשלילה כי   .ב )0f x y>.  

)מההנחה  )0f x y>  עולה שנוכל לבחור( )0f x yε = )ומהנתון כי , − )f x  רציפה

]נקבל כי קיימת סביבה שמאלית , בקטע ]0 0,x xδ−  כך שלכלx  בסביבה מתקיים-

( ) ( ) ( ) ( )0 0f x f x f x y f x yε− < = − ⇒ 0 ובפרט גם , <
2

f x y
δ − > 

 
.  
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) שעבורם  xכוללת רק איברים  B אבל נתון שהקבוצה  )f x y≤  0ולכן
2

x B
δ

− ∉.  

0מצאנו כי 
2

x
δ

  .חסם עליון 0xבסתירה להנחה כי , 0x- הוא חסם מלעיל קטן יותר מ −

  

 מסקנות ממשפט ערך הביניים •

)תהי  .1 )f x  פונקציה רציפה בקטע[ ],I a b= , ונניח כי( ) 0f a > ,( ) 0f b או גם (, >

0x ,0aאזי קיימת נקודה , )להיפך x b< )-כך ש, > )0 0f x =. 

)תהי  .2 )f x  פונקציה רציפה בקטעI )אזי , �∋ )f I , כלומר הקבוצה

( ){ }x Iy f x y∈∃  .�-היא קטע ב, =

)תהיינה : נימוק )1 2,y y f I∈ . נרצה להראות כי הקבוצה[ ]{ }1 2,y y y y∈  גם היא שייכת

)-ל )f I.  

)מהנתון  )1 2,y y f I∈  1נובע שקיימים 2,x x I∈ ,כך ש-( )1 1f x y= ,( )2 2f x y=.  

)ערך הביניים נובע שלכל ממשפט  )1 2,y y y∈  קייםx ,1 2x x x≤ )-כך ש, ≥ )f x y= ,

)ולכן  )f I  מקבלת כל ערך בקטע[ ]1 2,y y ,כמבוקש.  

, כלומר. רש ממשילכל מספר ממשי חיובי קיים שו .3
0 0

n

a n x
x a< ∈ ∈ < ∈∀ ∀ ∃ =� � �. 

0aיהי : נימוק   .נרצה להראות שקיים לו שורש, מספר ממשי <

)נתבונן בפונקציה  ) n
f x x= . פונקציה זו רציפה כי היא מכפלה שלn פונקציות רציפות.  

)כי , a-ציה מקבלת ערך קטן ממתקיים כי הפונק )0 0f a= וכן היא מקבלת ערך גדול , >

)כי , a-מ ) ( )1 1 1
n

f a a an a+ = + ≥ + ולכן ממשפט ערך הביניים נובע כי קיים , <

[ ]0 0,1x a∈ ), כלומר. aממשי שעבורו הפונקציה מקבלת את  + )0 0

n
f x x a= = ,

  .כמבוקש
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 משפט החסימות של ויירשטראס •

  .חסומה בו, פונקציה ממשית ורציפה בקטע סגור

 .לב שהמשפט מתיחס לקטעים סגורים בלבד-חשוב לשים: הערה -

)הפונקציה   ) 1
f x

x
)פתוח - ה בקטע החציהיא דוגמה לפונקציה רציפ = אך היא לא  0,1[

  .חסומה בו

  

 :הוכחה -

)- נניח בשלילה ש )f x  רציפה בקטע[ ],a b אך לא חסומה בו ,[ ] ( ),m x a b
f x m∈ ∈∀ ∃ ≥� .

]בפרט גם מתקיים כי   ] ( ),n
n nx a b

f x n∈ ∈∀ ∃ ≥�.  

)נתבונן בסדרה  )nx . מתקיים כי( ) [ ],nx a b⊂ ,ולכן זו סדרה חסומה.  

)סדרה - ממשפט בולצאנו ויירשטראס נובע שיש תת )
knx נסמן , שמתכנסת( ) 0

lim
kn

k
x x

→∞
=.  

( )
knx סדרה של -תת( )nx  ולכן( ) ( ) [ ],

kn nx x a b⊆ ]ולכן גם , ⊇ ]0 ,x a b∈.  

כי עבור קטעים פתוחים ייתכן , בשלב זה ההוכחה לא עובדת עבור קטע פתוח: הערה[

  .]שהגבול מחוץ לקטע

)נתון כי  )f x סדרה  ולכן מקריטריון היינה לרציפות נובע שבאופן כללי לכל, רציפה( )nx 

)המקיימת  ) 0lim n
n

x x
→∞

)מתקיים כי  = ) ( )0lim n
k

f x f x
→∞

ולכן בפרט אם , =

( ) 0
lim

kn
k

x x
→∞

)אז הסדרה  = )
knf x מתכנסת ולכן חסומה.  

)- כי הנחנו בשלילה ש, זו סתירה )f x כלומר . אינה חסומה[ ] ( ),n
n nx a b

f x n∈ ∈∀ ∃ ≥� ,

kאולם כאן מתקיים כי קיים 
n כך ש-( )

k kn n kf x n∈∀ ≤�.  

ולכן במקרה שהתמונה היא , הוכחנו שפונקציה רציפה בקטע סגור גם חסומה בו: מסקנה

  .ונקציה יש חסם עליון ותחתוןמאקסיומת החסם העליון נובע שלתמונת הפ, קבוצה לא ריקה

  

 משפט המקסימום של ויירשטראס •

  .מקבלת בו ערך מקסימלי וערך מינימלי, פונקציה ממשית ורציפה בקטע סגור

 .לב שהמשפט מתיחס לקטעים סגורים בלבד-חשוב לשים: הערה -

)הפונקציה  )f x x=  בקטע[ אך היא לא , נקציה רציפה וחסומההיא דוגמה לפו 0,1(

  .מקבלת מקסימום
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 :הוכחה -

)ממסקנת המשפט הקודם נובע כי לתמונה של  .1 )f x שנסמן , קיים חסם עליון

( ){ }sup f x m=. 

]ל שקיים "צ ],mx a b∈ ,כך ש -( )mf x m= , ומתקיים כי[ ] ( ) ( ), mx a b
f x f x m∈∀ ≤ =.  

מתכונות החסם העליון נובע כי אם נבחר  .2
1

n
ε ]אז  = ] ( ),

1
n

n nx a b
m f x m

n
∈ ∈∀ ∃ − < <�. 

)נקבל כי , לאינסוף nנובע כי אם נשאיף את ' ממשפט הסנדוויץ )lim n
n

f x m
→∞

=.  

)נתבונן בסדרה  .3 )nx . מתקיים כי( ) [ ],nx a b⊆ ממשפט בולצאנו. ולכן היא סדרה חסומה -

)סדרה -ויירשטראס נובע כי יש תת )
knx ונסמן , מתכנסת( )lim

kn m
k

x x
→∞

= ,[ ],mx a b∈. 

)-מקריטריון היינה לרציפות נובע כי מכיוון ש .4 )f x אז לכל סדרה , רציפה( )
knx  שעבורה

( )lim
kn m

k
x x

→∞
)מתקיים גם כי  , = ) ( )lim

kn m
k

f x f x
→∞

=. 

)נובע כי  2מסעיף  .5 )lim n
n

f x m
→∞

)נובע כי  4ומסעיף , = ) ( )lim
kn m

k
f x f x

→∞
=. 

)לכן  )mf x m= .קיים , כלומר[ ],mx a b∈ ,כך ש -( ) ( ){ }supmf x m f x=   .כמבוקש, =

  

 פונקציות מונוטוניות •

)תהי  )f x  פונקציה המוגדרת בקטעI.  

( )f x  נקראת מונוטונית עולה בקטעI , אם( ) ( )
1 2, 1 2 1 2x x I x x f x f x∈∀ ≤ ⇒ ≤.  

( )f x  נקראת מונוטונית עולה ממש בקטעI , אם( ) ( )
1 2, 1 2 1 2x x I x x f x f x∈∀ < ⇒ <.  

  .]אנלוגיות -ההגדרות לפונקציה מונוטונית יורדת [

  

 משפט •

)תהי  )f x 0ונית עולה וחסומה מלעיל בסביבה שמאלית מנוקבת של פונקציה מונוטx.  

)ומתקיים , הגבול שלה משמאל קיים ) ( ){ }
0 0

lim sup
x x x x

f x f x
−→ <

=.  

  .]אנלוגית -הטענה לגבי פונקציה עולה וחסומה שמוגדרת מימין [
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 :הוכחה -

)  - נוכיח שמתקיימת הגדרת הגבול משמאל  )0 0 00 x x f x Lε δ δ ε> >∀ ∃ < − < ⇒ − <.  

0εיהי  )נסמן . < ){ }
0

sup
x x

f x L
<

=.  

)מתכונות החסם העליון נובע שקיימים ערכים של  )f x  ששייכים לאינטרוול( ),L Lε−.  

1xכך למשל קיים  I∈ ,כך ש-( )1L f x Lε− < שמקיים  xנסיק מכך שלכל . ≥

( )1 0,x x x∈  מתקיים( ) ( )1f x f x≤ מכיוון ש -( )f x מונוטונית עולה.  

0נסמן  1x xδ = 0כך שמתקיים , − 0 0 1 1 00 0x x x x x x x x xδ< − < ⇒ < − < − ⇒ < <.  

)מהמונוטוניות של  )f x  נובע כי( ) ( ) ( )1 0 1 0x x x f x f x f x< < ⇒ < <.  

)נשים לב כי  )1L f xε− )- ו > )0f x L< , ולכן( ) ( )L f x L f x Lε ε− < < ⇒ − <.  

  

 משפט •

)תהי  )f x  0פונקציה מונוטונית עולה המוגדרת בסביבה מלאה שלx , אזי מתקיים כי

( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
− +→ →

≤ ≤.  

  

 :הוכחה -

)נתון כי   )f x 0ולכן לכל , עולהx x<  מתקיים( ) ( )0f x f x< .0-משמאל ל, כלומרx ,

)ידי - הפונקציה חסומה על )0f x.  

, קיים גבול שמאלי, מטענה קודמת נובע כי לפונקציה עולה וחסומה המוגדרת משמאל

)ומתקיים  ) ( ){ }
0 0

lim sup
x x x x

f x f x
−→ <

=.  

)מהנתון כי  )0f x נובע כי , חסם מלעיל( ) ( ){ } ( )
0 0

0lim sup
x x x x

f x f x f x
−→ <

= ≤.  

)באותו אופן אפשר להוכיח כי  ) ( ) ( ){ }
00

0 lim inf
x xx x

f x f x f x
+ >→

≤ =.  

)נקבל כי  ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
− +→ →

≤ ≤.  
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 משפט •

) תהי )f x  0מונוטונית עולה בסביבה מלאה שלx. 

( )f x 0-רציפה בx 0- צדדיים ב-אם ורק אם הגבולות החדx שווים.  

  

  :הוכחה -

)אם  )f x מטענה שהוכחנו לגבי גבולות נובע שגבול קיים אם ורק אם הגבולות , רציפה

  .צדדיים קיימים ושווים- החד

)אם נתון כי  ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
+ −→ →

מטענה קודמת נובע כי מתקיים, =

( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
− +→ →

≤ )ולכן  ≥ ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
+ −→ →

= =.  

  

 משפט •

)תהי  )f x  פונקציה מונוטונית עולה המוגדרת בקטעI ⊆ �.  

( )f x  רציפה אם ורק אם התמונה שלה( )f I היא קטע.  

 )ב ⇐א : (הוכחה -

)נניח כי  )f x ממשפט ערך הביניים כי ) 2(הראינו כמסקנה , רציפה( )f I היא קטע. 

 )א ⇐ב : (הוכחה -

)נניח כי  )f I נראה כי אם , כדי להוכיח את הטענה. היא קטע( )f x  אז , רציפה לא

( )f I  קטע לאהיא.  

)נתון כי  )f x 0ונניח כי היא לא רציפה בנקודה , עולהx  שבקטעI.  

)ממשפט קודם נובע שאם  )f x 0-עולה בx קיים מת( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
− +→ →

≤ ≤.  

)מהנתון כי  )f x 0-לא רציפה בx  נובע כי( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
− +→ →

  ).שוויון חזק-אי( >

)ששייך לאינטרוול  yנבחר ערך  ) ( )
0 0

lim , lim
x x x x

f x f x
− +→ →

 
  

)- כך ש  )0y f x≠ , ונשים לב

)כי  ) ( ) ( )
0 0

lim , lim
x x x x

y f x f x f I
− +→ →

 ∈ ⊆  
ולכן , Iבקטע  xידי אף - והוא לא מתקבל על 

( )f I אינו קטע.  
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 משפט •

f:תהי  A B→ קציה הפוכה אזי קיימת פונ, חד ערכית ועל- פונקציה חד
1
:f B A

− → 

  .חד ערכית ועל- שגם היא היא חד

  

 :הוכחה -

o  נראה כי
1

f
−

  .היא פונקציה על 

1
f

−
)ולכן  f- הפוכה ל  )1f f a a− מכאן נובע שמתקיימת ההגדרה לפונקציה . �=

aכי לכל , על A∈  קיים( )f a B∈ כך ש -( )( )1f f a a− =.  

o  נראה כי
1

f
−

 .ע"היא פונקציה חח 

1
f

−
)ולכן  f- הפוכה ל  )1f f b b− נובע שמתקיימת ההגדרה מכאן . �=

   -ע "לפונקציה חח

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 2 1 2 1 2
b b f f b f f b f b f b− − − −≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠.  

)הגרירה הראשונה מבוססת על השוויון : נימוק[ )1f f b b− =�.  

  ].היא פונקציה f-כך ש-הגרירה השנייה מבוססת על

  

 משפט •

)תהי  )f x אם . פונקציה ממשית( )f x וגם מתקיים כי , מונוטונית ממש אז היא הפיכה

)הפונקציה ההפוכה  )1f x− ובעלת אותו כיוון של מונוטוניות כמו , מונוטונית ממש( )f x.  

  

)נוכיח עבור : (הוכחה - )f x עולה ממש( 

)ח כי נוכי )f x  ע ועל"ולכן ממשפט קודם ינבע שיש לה פונקציה הפוכה חח, ע ועל"חח.  

o  ראשית נצמצם את הטווח של( )f x כך שיכיל רק את האיברים שיש להם מקור ,

)ולכן  )f x תהיה על.  

o נוכיח ש -( )f x ע"חח.  
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1יהיו  2x x≠ , 1ונניח בלי הגבלת הכלליות כי 2x x< . מהמונוטוניות של( )f x 

)נובע כי  ) ( )1 2f x f x< , ובפרט( ) ( )1 2f x f x≠.  

) -ע "קיבלנו את ההגדרה של פונקציה חח ) ( )1 2 1 2x x f x f x≠ ⇒ ≠.  

o  נוכיח כי( )1f x−  מונוטונית באותו כיוון של( )f x. 

1נניח כי  2y y< , נרצה להראות כי( ) ( )1 1

1 2f y f y− −<.  

)נניח בשלילה כי  ) ( )1 1

1 2f y f y− –נסיק כי , ≤−

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 2 1 2 1 2f y f y f f y f f y y y− − − −≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥� �  

  .מונוטונית עולה f- כך ש-הגרירה הראשונה מבוססת על: נימוק[

-הגרירה השנייה מבוססת על כך ש
1

f
−

  .]f-הפוכה ל 

  

 משפט •

Iיהי  ⊆ )קטע ותהי הפונקציה  � ):f I f I→  והפונקציה ההפוכה( )1 :f f I I− →.  

אזי גם , מונוטונית ממש ורציפה fאם 
1

f
−

  .מונוטונית ממש ורציפה 

  

 :הוכחה -

גם היא מונוטונית , במשפט קודם הראינו כי פונקציה הפוכה של פונקציה מונוטונית ממש

  .להראות שהפונקציה ההפוכה רציפה נשאר. ממש

)במשפט קודם ראינו כי אם  ):f I f I→ אז היא רציפה אם ורק אם התמונה , מונוטונית

( )f I לכן נסיק כי הפונקציה . היא קטע( ):f f I I→ ולכן רציפה, גם היא מקטע לקטע.  

  

 משפט •

Iיהי  ⊆ )קטע ותהי הפונקציה  � ):f I f I→  לא ידוע אם מונוטונית(רציפה והפיכה.(  

)אזי התמונה  )f I וכן הפונקציה ההפוכה , היא קטע( )1 :f f I I−   .רציפה →

 :הוכחה -

  .וממשפט קודם ינבע מיד המשפט הנוכחי, שמונוטונית ממ fנוכיח כי 

1- נתבונן ב 2 3, ,x x x I∈ , 1ונניח בלי הגבלת הכלליות כי 2 3x x x< <.  
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)נניח בשלילה כי  ) ( ) ( )1 2 3f x f x f x<   ).הפונקציה אינה מונוטונית עולה ממש, כלומר( <

)אם  ) ( )1 3f x f x<  אז( ) ( ) ( )1 3 2f x f x f x< )לכן מהנתון כי . > )f x רציפה נובע

]פי משפט ערך הביניים שקיים - על ]1 2,x x x∈ כך ש-( ) ( )3f x f x=.  

)כלומר  )3f x  פעם אחת עבור  –מתקבלת פעמיים[ ]1 2,x x x∈ 3ת עבור ופעם אחx , לכן

( )f x בסתירה להנחה שקיימת פונקציה הפוכה, חד ערכית-אינה חד.  

)אם  ) ( )1 3f x f x>  אז( ) ( ) ( )2 1 3f x f x f x> )ונקבל באותו אופן שהערך ,  < )1f x 

]מתקבל פעם אחת עבור  ]2 3,x x x∈  1ופעם אחת עבורx.  

  

 התכנסות של פונקציה באינסוף •

)תהי  )f x  מוגדרת בקטע אינסופי( ),a ∞.  

)נאמר כי  )lim
x

f x L
→∞

= ,L )אם מתקיים  , �∋ )0 m x m
f x Lε ε> ∈ >∀ ∃ ∀ − <�.  

  

 קריטריון היינה להתכנסות של פונקציה באינסוף •

)תהי  )f x  מוגדרת בקטע אינסופי( ),a ∞.  

)אזי  )lim
x

f x L
→∞

= ,L )אם ורק אם לכל סדרה , �∋ )nx ביבה המוגדרת בס( ),a ∞ ,

)שעבורה  )lim n
n

x
→∞

= )מתקיים כי , ∞ )lim n
n

f x L
→∞

=.  

  

 התכנסות של פונקציה לאינסוף •

)תהי  )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)נאמר כי  )
0

lim
x x

f x
→

= )תקיים אם מ ∞ )0 00m x x f x mδ δ∈ >∀ ∃ < − < ⇒ >�.  

  

 קריטריון היינה להתכנסות של פונקציה לאינסוף •

)תהי  )f x  0מוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)נאמר כי  )
0

lim
x x

f x
→

= )אם ורק אם לכל סדרה  ∞ )nx 0מנוקבת של  המוגדרת בסביבהx ,

)שעבורה  ) 0lim n
n

x x
→∞

)מתקיים כי , = )lim n
n

f x
→∞

= ∞.  
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 התכנסות של פונקציה באינסוף לאינסוף •

)תהי  )f x  מוגדרת בקטע אינסופי( ),a ∞.  

)נאמר כי  )lim
x

f x
→∞

= )אם מתקיים   ∞ )m k x k f x m∈ ∈∀ ∃ > ⇒ >� �.  

  

 אריתמטיקה של גבולות אינסופיים •

)יהיו  )f x,( )g x  0פונקציות המוגדרות בסביבה מנוקבת שלx , ונניח כי( )
0

lim
x x

f x
→

= ∞. 

)שבה מתקיים  0xשל  אם קיימת סביבה מנוקבת .1 ) ( )g x f x≥ , אזי( )
0

lim
x x

g x
→

= ∞.  

)אם  .2 )g x  0חסומה מלרע בסביבה שלx , אזי( ) ( )
0

lim
x x

f x g x
→

+ = ∞  . 

)אם  .3 )g x 0י מספר חיובי בסביבה של "חסומה מלרע עx , אזי( ) ( )
0

lim
x x

f x g x
→

⋅ = ∞  . 

 .)ושאר ההוכחות דומות, באמצעות קריטריון היינה 1נוכיח את טענה : (הוכחה -

)מהנתון כי  )
0

lim
x x

f x
→

= )נובע לפי קריטריון היינה שלכל סדרה  ∞ )nx ת בסביבה המוגדר

)שעבורה , 0xמנוקבת של  ) 0lim n
n

x x
→∞

)מתקיים כי , = )lim n
n

f x
→∞

= ∞.  

)מהנתון שקיימת סביבה שבה  ) ( )g x f x≥  0נובע שקייםn  0כך שלכלn n>  מתקיים

( ) ( )n ng x f x≥ , ולכן מאריתמטיקה של גבולות של סדרות נובע כי אם( )lim n
n

f x
→∞

= ∞ 

)וגם  ) ( )n ng x f x≥ , אזי גם( )lim n
n

g x
→∞

= ∞.  

)נשתמש שוב בקריטריון היינה ונסיק שמכיוון שלכל סדרה  )nx  שעבורה( ) 0lim n
n

x x
→∞

= 

)מתקיים  )lim n
n

g x
→∞

= )- הרי ש, ∞ )
0

lim
x x

g x
→

= ∞.  

  

 משפט •

)תהי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מנוקבת שלx.  

)אם   .א )
0

lim
x x

f x
→

= אז  ∞±
( )0

1
lim 0
x x f x→

=. 

)אם   .ב )
0

lim 0
x x

f x
→

)שבה  0xויש סביבה מנוקבת של  = ) 0f x אז  <
( )0

1
lim
x x f x→

= ∞.  
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 רציפות במידה שווה – 4 יחידה

  

 הקדמה •

)הגדרנו רציפות של פונקציה  )f x  0בנקודהx  באופן הבא–  

 ( ) ( )0 0 0 0
0 x x f x f xε δ δ ε> >∀ ∃ < − < ⇒ − <  

  –באופן הבא  Aהגדרנו רציפות של פונקציה בקבוצה 

 ( ) ( )
0 0 0 0 0

0
x A

x x f x f xε δ δ ε∈ > >∀ ∀ ∃ < − < ⇒ − <  

לכל : "נשים לב למבנה הפסוק
0

x  ולכלε  קייםδ "... משמעδ תלוי ב -
0

x וב-ε.  

ייתכן כי עבור , כלומר
1 2
,x x A∈  אם

1 2
x x≠  אז( ) ( )1 2, ,x xδ ε δ ε≠.  

  

): למשל - ) 3
f x x= .רציפה בכל הישר הממשי פונקציה זו.  

נצטרך לבחור עבור כל  δנבדוק איזו 
0

x ∈�.  

נרצה לאמוד כמה צריך להיות הגודל שמכיל את הסביבה , כלומר
0x x− ) דהיינוδ ( כדי

)שגודל אחר יכיל את הסביבה  ) ( )0 0
f x f xδ+   ).εדהיינו ( −

( ) ( ) ( )3 3 2 2 3

0 0 0 0 0 0
3 3f x f x x x x xδ δ δ δ δ+ − = + − = + +  

עבור 
0

0 ,x δ<  2מתקיים כי 2 3 2

0 0 03 3 3x x xδ δ δ δ+ + ולכן כדי שיתקיים , <

( ) ( )0 0f x f xδ ε+ − 2חייב להתקיים  > 2 2 3

0 0 03 3 3x x xδ δ δ δ ε< + + כלומר , >

2

03x δ ε< . לכן
2

03x

ε
δ <.  

)אלא , ε-קבוע שעבורו ערכי הפונקציה קטנים מ δלא קיים , כלומר )0, xδ δ ε=. כלומר ,

δ  הוא פונקציה של
0

, xε ומשתנה לפיהם.  

 δשעבורן קיים , בהגדרה של רציפות במידה שווה נאפיין פונקציות שרציפות בקטע
ולא על ידי  εושנקבע רק על ידי , קבוצהשמתאים לכל ה

0
x.  
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  שווהרציפות במידה  •

)תהי  )f x  בקבוצהמוגדרת ורציפה  A ,A ⊆ �.  

)נאמר כי  )f x רציפה במידה שווה ב -A , אם מתקיים–  

( ) ( )
1 20 0 , 1 2 1 2x x A

x x f x f xε δ δ ε> > ∈∀ ∃ ∀ − < ⇒ − <
  

  

 לרציפות במידה שווה משפט קנטור •

  .רציפה בו במידה שווה, סגורחסום ופונקציה רציפה בקטע 

  

 :הוכחה -

]יהי  ],I a b=  ותהי  וסגור חסוםקטע( )f x  רציפה בקטע פונקציהI.  

)נניח בשלילה כי  )f x אך אינה רציפה במידה שווה בקטע הסגור והחסום , רציפהI.  

)כלומר   ) ( )
1 20 0 , 1 2 1 2x x I

x x f x f xε δ δ ε> > ∈∃ ∀ ∃ − < ∧ − ≥.  

את  �∋nנבחר לכל . מתקיים התנאי δכך שלכל  εידוע שקיים 
1

n
δ =.  

)לכן קיימות סדרות  )( )1nx,( )( )2nx  מתקייםשעבורן –  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2

1
n n n n

x x f x f x
n

ε− < ∧ − ≥  

( )( )1nx  סדרה חסומה כי( )1nx I∈ ,סדרה -ולכן לפי משפט בולצאנו ויירשטראס קיימת תת

)מתכנסת  )
( )1knx . נסמן( )

( ) 0
1

lim
kn

n
x x

→∞
-ונשים לב ש, =

0
x I∈ , כיI קטע סגור וחסום.  

)גם הסדרה : למה )
( )2knx מתכנסת ל-

0
x.  

יהי : נימוק
*0 ε< )להבדיל מ-ε שמתחילת ההוכחה.(  

קיים 
0

n  כך שלכל
0

n n>  מתקיים( ) ( )

*

1 2

1

2k kn n
x x

n

ε
− <   ).נובע מתחילת ההוכחה( >

)מהנתון , וגם )
( ) 0
1

lim
kn

n
x x

→∞
עולה שקיים  =

0
k  כך שלכל

0
k k>  מתקיים( )

*

0 1
2kn

x x
ε

− <

.  
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)נבחר  )*

0 0max ,k n k= , ונקבל שלכל
*

k k>  מתקיים–

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *
*

0 0 02 2 1 1 2 1 1
2 2k k k k k k kn n n n n n n

x x x x x x x x x x
ε ε

ε− = − + − ≤ − + − < + =.  

)לכן נסיק כי  )
( )

( )
( ) 0

1 2
lim lim

k kn n
n n

x x x
→∞ →∞

= ונשים לב כי , =
0

x I∈.  

  

  :המשך ההוכחה

)מהנתון כי  )f x  רציפה בקטעI ,נובע בפרט שהיא רציפה ב-
0

x , ומקריטריון היינה

)לרציפות נובע כי   )
( )( ) ( )

( )( ) ( )0
1 2

lim lim
k kn n

n n
f x f x f x

→∞ →∞
= =.  

  –שבתחילת ההוכחה מתקיים כי  εלכן עבור 

קיים 
1

k  כך שלכל
1

k k>  מתקיים( )
( )( ) ( )0
1 2knf x f x

ε
− <  

קיים 
2

k  כך שלכל
2

k k>  מתקיים( )
( )( ) ( )0
2 2knf x f x

ε
− <  

)נבחר  )1 2' max ,k k k=  ונקבל שלכל'k k>  מתקיים–  

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0 0
1 2 1 2

0 0
1 2 2 2

k k k k

k k

n n n n

n n

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x
ε ε

ε

− = − + − ≤

≤ − + − < + =
  

  .בסתירה להנחה

  

 טפשמ •

)ותהי ) גם אם פתוח(קטע חסום  Iיהי  )f x  רציפה במידה שווה בקטעI.  

)אזי  )f x  חסומה בקטעI.  

1εנבחר למשל : הוכחה - )מרציפות . = )f x  0במידה שווה נובע שקיים δ< , כך

)שמתקיים   ) ( )
1 2, 1 2 1 2

1
x x I

x x f x f xδ∈∀ − < ⇒ − <. 

ניתן למצוא נקודות 
1
,...,

k
x x , פנימיות לקטעI , כך שלמשל-

1 ,...,
2 2

kx a x a k
δ δ

= + = + .ולכן לכל איבר בקבוצה מתקיים  ⋅
1

2
i i

x x
δ

δ+ − = <.  
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- וכן ניתן לבחור אותן כך ש
1x a δ− וכן  >

kb x δ− <) .,a b  הם קצוות הקטעI.(  

)נגדיר  ) ( ) ( )( )1 2
max , ,...,

k
m f x f x f x= , ונוכיח כי( )f x m≤.  

)רציפות מ )f x ומהאופן שבחרנו את הקבוצה , במידה שווה
1
,...,

k
x x ,לכל נובע שx  קיים

i
x כך ש - ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1i i i ix x f x f x f x f x f xδ ε− < ⇒ − < = ⇒ − < < +  

)נשים לב כי  )i
f x m≤ , ולכן ניתן להסיק כי( ) 1f x m≤   .כמבוקש, +

  

 טפשמ •

)יהי  ),I a b= ותהי , קטע חסום ופתוח( )f x  רציפה במידה שווה בקטעI.  

)אזי קיימים הגבולות הצדדיים  )lim
x a

f x
+→

 ,( )lim
x b

f x
−→

.  

 :הוכחה -

)נניח בשלילה שלא קיים הגבול  )lim
x a

f x
+→

.  

)מקריטריון היינה לקיום גבול נובע שקיימת סדרה  )nx  שמוגדרת בסביבה ימנית שלa ,

כלומר 
n

x a> , ועבורה( )lim n
n

x a
→∞

)כך שהסדרה , = )nf x אינה מתכנסת.  

)מהנתון  )lim n
n

x a
→∞

*נובע כי  =
0 0

*

0 n n n nx a
ε

ε>>
∀ ∃ ∀ − <.  

)- מהנתון ש )f x 0נובע כי לכל , רציפה במידה שווה בקטע ε<  0קיים δ< ,כך ש–

( ) ( )
1 2, 1 2 1 2x x I

x x f x f xδ ε∈∀ − < ⇒ − <.  

נבחר את 
*ε  להיותδ , ונקבל כי -  

0 00 n n n nx aδ δ> >∀ ∃ ∀ − בפרט גם מתקיים ו, >

0 1 2 0 1 20 ,n n n n n n
x xδ δ> >∀ ∃ ∀ − <.  

)מהנתון כי  )f x  רציפה במידה שווה נסיק כי( ) ( )
1 2 1 2n n n n

x x f x f xδ ε− < ⇒ − <.  

)נשים לב שהביטוי  ) ( )
1 2 1 2n n n n

x x f x f xδ ε− < ⇒ − )מגדיר את  > )nf x  כסדרת

  .בסתירה להנחה, ולכן היא מתכנסת, קושי
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 משפט •

)תהי  )f x  רציפה בקטע סגור וחסום[ ],I a b=.  

0לכל  ε<  יש פונקציה פוליגונלית( )p x , כך שלכלx I∈  מתקיים( ) ( )f x p x ε− <.  

  ".)מצולע"בעברית הוא " פוליגון("

 :הוכחה -

( )f x ולכן לפי משפט קנטור היא רציפה במידה שווה בקטע, רציפה בקטע סגור וחסום .

0לכן לכל  ε<  0קיים δ< ,כך ש–( ) ( )
1 2, 1 2 1 2x x I

x x f x f xδ ε∈∀ − < ⇒ − <.  

  -נבחר קבוצה של אברים באופן הבא 
1 2 1

...
l l

a x x x x b−= < < < < ונבחר את , =

האיברים כך שמתקיים 
1i ix x δ+− <.  

)נגדיר לכל  )1,i ix x x   -את הפונקציה הפוליגונלית הבאה  ∋+

( ) ( ) ( ) ( )1

1

i

i i i

i i

x x
p x f x f x f x

x x
+

+

 −
= + − ⋅     − 

  

)נוכיח כי    ) ( )f x p x ε− <.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i
f x p x f x f x f x p x f x f x f x p x− = − + − ≤ − + −.  

)- נשים לב כי מהנתון ש )f x   רציפה במידה שווה נובע( ) ( )
2

i
f x f x

ε
− <.  

    - נשים לב גם כי מתקיים 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

0

i i
i i i i

i i

i i i i

i i

x x
p x f x f x f x

x x

f x f x f x f x
x x

+
+

+
+

 −
= + − ⋅ =     − 

 
= + − ⋅ =     − 

  

)ולכן באופן כללי נסיק כי  ) ( )i ip x f x= , ומזה נובע כי -  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

� ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
2

i i

i i i i i i

p x p x p x

f x p x p x p x p x p x f x f x
ε

+

+ +
< <

− = − ≤ − = − <

  

  –מאי השוויון בראשית ההוכחה נסיק כי 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i i
f x p x f x f x f x p x

ε ε
ε− ≤ − + − < + =   
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 תנאי ליפשיץ •

)תהי  )f x  פונקציה המוגדרת בקטע ממשיI . נאמר כי( )f x מקיימת את תנאי ליפשיץ ,

0kאם קיים  כך שלכל , ≤
1 2
,x x I∈  מתקיים( ) ( )1 2 1 2

f x f x k x x− ≤ ⋅ −.  

  

 משפט •

  ).ןבפרט גם רציפה(פונקציה המקיימת את תנאי ליפשיץ היא פונקציה רציפה במידה שווה 

  

 :הוכחה -

)תהי  )f x  פונקציה ליפשיצית המוגדרת בקטעI.  

0εיהי  0kונתון שקיים , < )-כך ש ≤ ) ( )1 2 1 2
f x f x k x x− ≤ ⋅ −.  

נבחר 
k

ε
δ אם  ונקבל כי, =

1 2x x
k

ε
δ− < 1כלומר , = 2k x x ε⋅ − מקיום תנאי אז , >

)ליפשיץ  ) ( )1 2 1 2
f x f x k x x− ≤ ⋅ )- נובע ש − ) ( )1 2

f x f x ε−   .כמבוקש, >

  

 :הערה -

קיימות פונקציות רציפות במידה שווה שאינן , כלומר. הגרירה בכיוון ההפוך אינה נכונה

  .ליפשיץמקיימות את תנאי 

  

)הפונקציה : דוגמה - )f x x= שלילי של הישר הממשי-רציפה במידה שווה בחלק האי ,

]אולם היא ליפשיצית רק בתחום  ]ואינה ליפשיצית בתחום  ∞,1( )0,∞. 

]בתחום  1מתקיים  ∞,1( 2 1 2
1 2 1 2

1 2

1

1 1 2

x x x x
x x x x

x x

− −
− = ≤ ≤ −

++
  .כמבוקש, 

]לעומת זאת בתחום    .היא לא ליפשיצית ∞,0(

0kנניח בשלילה שקיים : נימוק )שמקיים  ≤ ) ( )1 2 1 2
f x f x k x x− ≤ ⋅ −.  

נבחר 
2

0x ונקבל שמתקיים  =
1 1

x k x≤ ]לכל  ⋅ )1 0,x ∈ ∞.  

 נבחר
1 2

1
x

k
<   . ונקבל סתירה  
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 נגזרות – 5 יחידה

  

 נגזרת •

)תהי  )f x  0של ) מלאה(מוגדרת בסביבהx.  

)אזי  )f x 0ירה בנקודה זׅ גx  והנגזרת שלה היאL , אם קיים הגבול
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x→

−

−
 

  .Lוערכו הוא 

) את הנגזרת של הפונקציהנסמן  )f x  0בנקודהx   כך -  ( )0'f x L=.  

  

0hמטעמי נוחות לעתים מסמנים : הערה - x x= 0xכך שאם , − x→  0אזh ולכן ניתן , →

  - לסמן את הגבול שמגדיר את הנגזרת כך 
( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x

h→

+ −
.  

  

 :אותדוגמ -

)שמוגדרת  , נתבונן בפונקציית דיריכלה  .א )
1

0 \

x
D x

x

∈
= 

∈

�

� �
. 

  .ולכן גם לא גזירה, פונקציה זו אינה רציפה באף נקודה על הישר הממשי

)נתבונן בפונקציה   .ב )x D x⋅. 

0פונקציה זו רציפה עבור  0x כי הגבול שמגדיר , אולם אינה גזירה בנקודה זו, =

  –את הנגזרת לא קיים 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0
lim lim lim

0x x x

x D x f x D x
D x

x x→ → →

⋅ − ⋅ ⋅
= =

−
.  

)נתבונן בפונקציה   .ג )2
x D x⋅. 

0פונקציה זו גזירה בנקודה  0x )ומתקיים , = )' 0 0f   -כי , =

    
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0

0 0
lim lim lim 0

0x x x

x D x f x D x
x D x

x x→ → →

⋅ − ⋅ ⋅
= = ⋅ =

−
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 משפט •

)תהי  )f x  של מוגדרת בסביבה
0

x.  

)אם  )f x  גזירה בנקודה
0

x ,אז היא רציפה בנקודה זו.  

  

 :הוכחה -

)- מהנתון ש )f x גזירה ב-
0

x   נובע כי
( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x
L

h→

+ −
=.  

)נגדיר פונקציה חדשה  ) ( ) ( )0 0g x f x h f x= + −.  

)אם נוכיח כי מתקיים  ) ( ) ( )( )
0

0 0
0

lim lim 0
x x h

g x f x h f x
→ →

= + − נוכל להסיק כי , =

( ) ( )0 0
0

lim
h

f x h f x
→

+   .כמבוקש, =

   -נוכיח זאת 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

lim lim lim

lim lim 0 0

x h h

h h

h
g x f x h f x f x h f x

h

f x h f x
h L

h

→ → →

→ →

= + − = + − =

+ −
= ⋅ = ⋅ =

  

  

 צדדית- נגזרת חד •

)תהי  )f x  מוגדרת בסביבה ימנית של
0

x.  

)נאמר כי  )f x אם קיים הגבול מימין , גזירה מימין -  
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x+→

−

−
  

  .אנלוגית - ההגדרה לגזירות משמאל 

  

גזירות בנקודה שקולה לקיום ושוויון  נובע כי, מטענות שהראינו לגבי גבולות בנקודה: טענה

  .צדדיות- בין הנגזרות החד
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 פונקציה אפסית •

)תהי  )u x  0מוגדרת בסביבת.  

( )u x אם ניתן להציג אותה באופן הבא , נקראת פונקציה אפסית- ( ) ( )*
u x x u x= ⋅ ,

)כאשר  )*
u x  ומתקיים כי , 0-רציפה במוגדרת כפונקציה( )*

0 0u =.  

  

 משפט •

)תהי  )u x  וכן , 0פונקציה המוגדרת בסביבת( )0 0u =.  

)אזי  )u x   היא פונקציה אפסית אם ורק אם מתקיים
( )

0
lim 0
x

u x

x→
=.  

), כלומר( )u x  מתקרבת לאפס מהר יותר מאשרx(.  

  

 )חלק ראשון: (הוכחה -

)נניח כי  )u x משמע ניתן להציג אותה , היא פונקציה אפסית( ) ( )*
u x x u x= כאשר , ⋅

( )*
u x ומתקיים כי , 0- מוגדרת כפונקציה רציפה ב( )*

0 0u   ).כך נובע מההגדרה. (=

)נשים לב כי  ) ( ) ( ) ( )* *
u x

u x x u x u x
x

= ⋅ ⇒ )-ומהנתון ש, = )*
u x 0-רציפה ב ,

)ומתקיים כי  )*
0 0u נסיק כי , =

( ) ( )*

0 0
lim lim 0
x x

u x
u x

x→ →
= =.  

  

 )חלק שני: (הוכחה -

נניח כי 
( )

0
lim 0
x

u x

x→
=.  

)  - נגדיר פונקציה חדשה  )
( )

0

0 0

u x
x

v x x

x


≠

= 
 =

, 0הפונקציה מוגדרת בסביבה מלאה של . 

)כי לפי הנתון ומתקיים  )
0

lim 0
x

v x
→

=.  

)לכן  )v x וכן  0- רציפה ב( )0 0v )ולכן לפי ההגדרה , = )v x היא פונקציה אפסית.  

) -נשים לב שקיבלנו את ההגדרה של פונקציה אפסית  ) ( )u x x v x=   .כמבוקש, ⋅
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 אריתמטיקה של פונקציות אפסיות •

  .הוא פונקציה אפסית ,סכום של פונקציות אפסיות

  .היא פונקציה אפסית, מכפלה של פונקציה אפסית בפונקציה חסומה

 :הוכחה -

 :נוכיח עבור סכום -

)נניח כי  )u x,( )v x לפי ההגדרה נובע כי מתקיים . פונקציות אפסיות-  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * * *u x v x x u x x v x x u x v x+ = ⋅ + ⋅ = ⋅ +.  

)מאריתמטיקה של גבולות נובע כי הפונקציה  ) ( )* *
u x v x+ וכן ברור שערכה , 0-רציפה ב

  .ולכן קיבלנו את ההגדרה של פונקציה אפסית, 0 הוא

 :נוכיח עבור מכפלה -

)נניח כי  )r x  ונניח כי , 0פונקציה חסומה בסביבת( )u x לפי ההגדרה . פונקציה אפסית

)  - נובע כי מתקיים  ) ( ) ( ) ( )*
u x r x x u x r x⋅ = ⋅ ⋅.  

)נשים לב כי  ) ( )*
u x r x⋅ ולכן קיבלנו , 0ובנקודה זו ערכה הוא , 0-היא פונקציה רציפה ב

  .את ההגדרה של פונקציה אפסית

  

  

 דיפרנציאביליות •

)תהי  )f x  מוגדרת בסביבה של
0

x.  

)אזי  )f x  גזירה בנקודה
0

x  ומתקיים כי( )0'f x a= , אם ורק אם לכלh  בסביבת
0

x 

ניתן להציג את ערך הפונקציה בנקודה 
0

x h+  באופן הבא–  

( ) ( ) ( )0 0f x h f x a h u h+ = + ⋅ +  

הוא הנגזרת בנקודה  aכאשר   
0

x ,ו-( )u h פונקציה אפסית.  

)נשים לב שהפונקציה [ )0f x a h+ )והפונקציה האפסית , היא משוואת ישר כלשהו ⋅ )u h 

)מבטאת את הסטייה של ערך הפונקציה  )0f x h+  מהישר( )0f x a h+ ⋅[.   
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 )חלק ראשון: (הוכחה -

נניח כי בסביבת 
0

x הציג את ערך הפונקציה בנקודה ניתן ל
0

x h+   באמצעות הביטוי

( ) ( ) ( )0 0f x h f x a h u h+ = + ⋅ אזי   ,+
( ) ( ) ( )0 0

f x h f x u h
a

h h

+ −
= +.  

   - נסיק כי 
( ) ( ) ( )0 0

0 0
lim lim 0
h h

f x h f x u h
a a a

h h→ →

+ −  
= + = + = 

 
.  

  

 )חלק שני: (הוכחה -

)נניח כי  )0'f x a=.  

)  - נגדיר פונקציה חדשה  ) ( ) ( )0 0u h f x h f x a h= + − − ⋅.  

)נראה כי  )u h  פונקציה אפסית–  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0 0 0
lim lim lim lim 0
h h h h

u h f x h f x a h f x h f x a h
a a

h h h h→ → → →

+ − − ⋅ + − ⋅
= = − = − =

0hכן נציב - כמו )כי  נראהו = )0 0u )- שולכן נסיק , = )u h כמבוקש, פונקציה אפסית.  

  

  

 משיק •

)משמע פונקציה מהצורה " ישר. ("ישר כלשהו lיהי  )l x ax b= +.(  

)פונקציה משיק ל l- שנאמר  )f x  בנקודה
0

x , אם( ) ( ) ( )0 0f x h l x h u h+ = + + ,

)כאשר  )u h פונקציה אפסית.  

  

  

 משפט •

)יהי הישר  ) ( )0l x a x x b= − )ותהי , + )f x  פונקציה המוגדרת בסביבת
0

x.  

)אזי  )l x  משיק לפונקציה( )f x ב -
0

x , אם ורק אם( )f x  גזירה בנקודה
0

x  ומתקיים

( )0'f x a= גםו ( )0f x b=.  
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 )חלק ראשון: (הוכחה -

)נניח כי הישר  ) ( )0l x a x x b= − )משיק לפונקציה  + )f x ב -
0

x.  

)  - כלומר  ) ( ) ( ) ( )0 0f x h l x h u h ah b u h+ = + + = + +.  

0hקל לראות כי אם נציב  )נקבל  = )0f x b= , ואם כך( )f x  דיפרנציאבילית לפי

)ומתקיים כי , הגדרה )'f x a=.  

  

 )חלק שני: (הוכחה -

)נניח כי  )f x  גזירה בנקודה
0

x  ומתקיים( )0'f x a=  וגם( )0f x b=.  

)נסיק כי היא דיפרנציאבילית ולכן  ) ( ) ( ) ( )0 0 0'f x h f x f x h u h+ = + ⋅ +.  

)-שנשים לב  ) ( ) ( )0 0 0'l x h a h b f x h f x+ = ⋅ + = ⋅   .כמבוקש, +

  

  

  

 נגזרת של סכום ונגזרת של מכפלה •

)יהיו  )f x,( )g x פונקציות גזירות ב -
0

x , כך שמתקיים–  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1'f x h f x f x h u h+ = + ⋅ +  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 2'g x h g x g x h u h+ = + ⋅ +  

  ).הגזירות בהגדרה השקולה של דיפרנציאביליותהמרנו את הגדרת (

  –אזי 

)  .א ) ( ) ( ) ( )0 0 0' ' 'f g x f x g x+ = + 

)  .ב ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0' ' 'f g x f x g x f x g x⋅ = ⋅ + ⋅ 

  

  

  

  



105 

 

 )א: (הוכחה -

 -ולכן , מהנתון ששתי הפונקציות גזירות נסיק שהן דיפרנציאביליות

( ) ( ) � ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 1 0 0 2

0 0 0 0 1 2

' '

' '

by def

f g x h f x h g x h

f x f x h u h g x g x h u h

f x g x f x g x h u h u h

+ + = + + + =

= + ⋅ + + + ⋅ + =      

= + + + ⋅ + +          

  

)נשים לב כי  ) ( )0 0f x g x+  הוא ערך פונקציית הסכום בנקודה
0

x , וכן כי( ) ( )1 2u h u h+ 

הוכחנו בטענה קודמת שסכום של פונקציות אפסיות הוא פונקציה (היא פונקציה אפסית 

  ).אפסית

בביטוי  hשהמקדם של , קיבלנו כי גם סכום הפונקציות הוא פונקציה דיפרנציאבילית

)הוא הדיפרנציאבילי שלה  ) ( )0 0' 'f x g x+ ,ולכן זוהי הנגזרת.  

  

 )ב: (הוכחה -

 -ולכן , מהנתון ששתי הפונקציות גזירות נסיק שהן דיפרנציאביליות

( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 1 0 0 2' '
bydef

f g x h f x h g x h f x f x h u h g x g x h u h⋅ + = + ⋅ + = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +      

  

  –אם נפתח את הביטוי נקבל סכום של שלושת הביטויים הבאים 

o יטוי ראשוןב:  ( ) ( )0 0f x g x⋅  

o ביטוי שני:  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
' 'f x g x f x g x h⋅ + ⋅ ⋅    

o ביטוי שלישי:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 0 0 2 0 0 1 2
' 'u h g x g x h u h f x f x h u h u h ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅   

  -נראה שקיבלנו את הגדרת הדיפרנציאביליות עבור פונקציית המכפלה 

ערך המכפלה בנקודה הביטוי הראשון הוא 
0

x . כלומר -  ( )( ) ( ) ( )0 0 0f g x f x g x⋅ = ⋅.  

  .hהביטוי השני הוא מקדם כלשהו כפול 

 מכפלה של פונקציות אפסיותמורכב מ כי הוא, הביטוי השלישי הוא פונקציה אפסית

  .ומסכום של פונקציות אפסיות, בפונקציות חסומות

בביטוי  hשהמקדם של , יתקיבלנו כי גם מכפלת הפונקציות היא פונקציה דיפרנציאביל

)הדיפרנציאבילי שלה הוא  ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0' 'f x g x f x g x⋅ +   .ולכן זוהי הנגזרת, ⋅
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 נגזרת של הרכבה •

)תהי  )f x  גזירה בנקודה
0

x  ונניח כי( )0 0f x y= , ותהי( )g x  גזירה בנקודה
0

y.  

)אזי  )( )g f x�  גזירה בנקודה
0

x , ומתקיים כי -  ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0' ' 'g f x g f x f x= ⋅�.  

  

)יהיו : למה )u h,( )v h פונקציה מורכבת מהצורה אזי גם , פונקציות אפסיות 

( )u c h v⋅   .היא פונקציה אפסית) קבוע cכאשר ( �+

  :נימוק

כדי להבדיל , בין המקדם לבין הסוגריים iסימן כפל  כשמדובר בכפל נוסיף, ורך הבהירותלצ[

  .] �שנסמן  ההרכבהמפעולת 

( )u h,( )v h ולכן , אפסיות( ) ( )*
v h h v h= ⋅  ,( ) ( )*

u h h u h= ⋅.  

)- מהנתון ש )v h  אפסית נובע( ) ( ) ( )( )* *c h v h c h h v h h c v h⋅ + = ⋅ + ⋅ = ⋅ +.  

)שגם נצרף את הנתון  )u h ונקבל , אפסית–  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

* * * *

* * *

u c h v c h v u c h v c h h v u c h h v

h c v u c h h v

⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

�
  

c"בהקשר זה הביטוי : נימוק[ h v⋅ ולכן אם באופן כללי , "h"משמש בתפקיד " +

( ) ( )*
u h h u h= )במקרה הנוכחי , ⋅ ) ( ) ( )*

u c h v c h v u c h v⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ +�[.  

)נשים לב שהפונקציה  )u c h v⋅ )- ב hהיא מכפלה של  �+ ) ( )* * *c v u c h h v+ ⋅ ⋅ + ⋅ ,

)-ולכן כדי להוכיח ש )u c h v⋅ )- אפסית נותר להראות ש �+ ) ( )* * *c v u c h h v+ ⋅ ⋅ + ⋅ 

  .ים הנדרשים להגדרת פונקציה אפסיתמקיימת את התנא

)נתבונן בפונקציה  ) ( )* * *c v u c h h v+ ⋅ ⋅ + ⋅:  

  .מכפלה והרכבה של פונקציות רציפות, כי היא סכום, 0פונקציה זו רציפה בסביבת , ראשית

  .0קל לראות שערך הפונקציה הוא  0בנקודה , שנית

)המורכבת לכן נסיק כי הפונקציה  )u c h v⋅ עם פונקציה  hניתנת לביטוי כמכפלה של  �+

  .ולכן היא פונקציה אפסית, 0הוא  0שערכה בנקודה  0- רציפה ב
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 :הוכחה -

)נתון כי  )f x גזירה ב -
0

x , ולכן באופן שקול מתקיימת דיפרנציאביליות- 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1'f x h f x f x h u h+ = + ⋅ +.  

)סימנו  )0 0f x y=  והנחנו שנתון כי( )g x  גזירה בנקודה
0

y , ולכן באותו אופן מתקיים -

( ) ( ) ( ) ( )* *

0 0 0 2
'g y h g y g y h u h+ = + ⋅ +.  

  –נרשום את פונקציית ההרכבה 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 1'g f x h g f x h g f x f x h u h+ = + = + ⋅ +�  

ולכן נוכל , קטן כרצוננו h)  דיפרנציאביליות –ובאופן שקול (לפי הגדרת הנגזרת  נשים לב ש

)להגדיר   ) ( )*

0 1'h f x h u h= ⋅   –ולהמשיך את הפיתוח באופן הבא , +

)נסמן ( )0 0f x y=    (
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

* * *

0 0 0 2

0 0 0 1 2 0 1

'

' ' '

g y h g y g y h u h

g y g y f x h u h u f x h u h

+ = + ⋅ + =

= + ⋅ ⋅ + + ⋅ +  
  

), נשים לב שהאיבר האחרון ) ( )( )2 0 1'u f x h u h⋅ )הוא פונקציה מהצורה , + )u c h v⋅ +� 

  .שהוכחנו בלמה שהיא פונקציה אפסית

)כן - כמו )1u h  המכפלה שלה בקבוע (היא פונקציה אפסית( )0'g y ולכן בסוף , )לא משנה

  .הביטוי יש סכום של שתי פונקציות אפסיות

)לכן נסיק שהמקדם של בביטוי הדיפרנציאבילי של ההרכבה הוא  ) ( )0 0' 'g y f x⋅ , ולכן זו

  .הנגזרת

  

 נגזרת של מנה •

)יהיו  )f x,( )g x  פונקציות מוגדרות בסביבת
0

x וגזירות ב -
0

x , ונניח כי( )0 0g x ≠.  

)   - אזי מתקיים  ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0 0

0 2

0

'
' 'f x g x f x g xf

x
g g x

⋅ + ⋅ 
= 

 
  

  

 :הוכחה -

ראשית נוכיח את הנוסחה  .1
2

'
1 1

y y

− 
= 

 
 . 
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( )
( ) ( )

0 0

0 00 0

2 20 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1 1

1 1 1
lim lim lim lim lim
h h h h h

y y h

y y hy h y h

h h h y y h y y h y y h y→ → → → →

− −
−

++ − − − −
= = = = =

⋅ + + + ⋅
  

נסיק לפי נוסחת ההרכבה שמתקיים   .2
( ) ( )

( )02

0 0

'
1 1

'g x
g x g x

  −
= ⋅  

 
. 

  –נציב בנוסחת המכפלה  .3

2 2

' ' '
1 1 1 ' 1 ' '

' '
f f f g f g

f f f f g
g g g g g g g

      − ⋅ − ⋅
= ⋅ = ⋅ + ⋅ = + ⋅ ⋅ =     

     
  

  

 משפט •

)תהי  )f x  בסביבת ורציפה מוגדרת
0

x )וגזירה ב  !)רציפות בסביבה-
0

x , וכן( )f x 

  .הפיכה בסביבה זו

)אזי  ) ( )1
g x f x

)-גזירה ב =− )0f x ,  ומתקיים( )( )
( )0

0

1
'

'
g f x

f x
=.  

  

 :הוכחה -

)- נתון ש )f x  רציפה והפיכה בסביבת
0

x ה זוולכן היא עולה ממש או יורדת ממש בסביב.  

)רציפה ומונוטונית באותו כיוון של  ממשפט קודם נובע שקיימת פונקציה הפוכה )f x.  

)נסמן  )0 0y f x= , ונחשב את הגבול הבא–  

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11

0 00 0

0 0 0
0 0 0 0

11

10 0 0 0

0
0 0

0 0 0 0 0

lim lim lim

1
lim lim '

'

t t t

h h

f g y t f g yg y t g y t

t g y t g y g y t g y

f x h f x f x h f x
f x

x h x x h x f x

−−

→ → →

−−
−

→ →

 + − + −
= = =     + − + −   

 + − + −   
= = = =       + − + −     

)-השוויון הראשון נובע מכך ש[ )g x ולכן ניתן לחלק ב, מונוטונית ממש-( ) ( )0 0g y t g y+ −.  

)-השוויון השני מבוסס על כך ש )g x הפוכה ל-( )f x ,א ולכן אפשר לנסח את הפיתוח הב-

( )( ) ( )( )0 0 0 0t y t y f g y t f g y= + − = + −.  

)השוויון השלישי נובע מהסימון  )0 0y f x= , ולכן( )0 0g y x=.  
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 פונקציות האקספוננט והלוגריתםנגזרות של  •

)נחשב את הנגזרת של הפונקציה   .א )log x ,תוך שימוש בחוקי הלוגריתמים. 

( ) ( )

0

0

00 0

0 0 0
0

1

0 0 0

0 0 0
0

log
log log 1

lim lim lim log 1

1 1

1 1 1

1 1
lim log 1 lim log 1 log lim 1 log

1 1 1

h h h

x

h h h

x h

xx h x h

h h h x

h h
x x x

e
h x

h h h

→ → →

→ → →

 +
 + −   = = ⋅ + = 

 

     
     
     = ⋅ + = + = + = =
     
     
     

  

)ידוע כי   .ב )ln x  היא הפונקציה ההפוכה שלx
e , ולכן נשתמש במשפט שהוכחנו קודם

xכדי לחשב את הנגזרת של 
e. 

( ) ( )( )
1 1

'
1ln '

x xe y e
y

y

= = = =  

  

 נקודת קיצון מקומית •

)תהי  )f x  פונקציה מוגדרת בתחוםD , ותהי הנקודהa D∈.  

)היא נקודת מקסימום מקומית של  aנאמר כי  )f x , אם קיימת סביבהU D⊆ ו-a U∈ 

)-כך ש, )הכלה ממש( ) ( )x U f x f a∈∀ ≤.  

  .]ההגדרה לנקודת מינימום מקומית אנלוגית[

  

 

  ה לנקודות קיצוןמשפט פרמ •

)תהי  )f x  פונקציה גזירה בקטעI.  

)אם  )f x מקומי בנקודה  מקבלת קיצוןa שהיא פנימית ממש ל-I , אזי( )' 0f a =.  
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 :הוכחה -

  .מקסימום מקומי aנניח כי 

0δולכן קיים  , I- פנימית ממש ל aנתון כי  ) - כך ש < ),a a a Iδ δ∈ − + ⊆.  

)נתון גם כי  )f x  גזירה בקטעI ,  ולכן קיים הגבול
( ) ( ) ( )lim '

x a

f x f a
f a

x a→

−
=

−
.  

)לכל  ),x a aδ∈ 0xמתקיים כי  − a− מתקיים כי , מקסימום מקומי a-וכן בגלל ש, >

( ) ( ) 0f x f a− )ולכן , ≥ )' 0f a− ≥.  

)לכל  ),x a a δ∈ 0xמתקיים כי   + a− מתקיים כי , מקסימום מקומי a-וכן בגלל ש, <

( ) ( ) 0f x f a− )ולכן , ≥ )' 0f a− ≤.  

צדדיים קיימים -אז הגבולות החד, נובע כי אם קיים גבול, ממשפט שהוכחנו לגבי גבולות

ולכן , ושווים
( ) ( ) ( )lim ' 0

x a

f x f a
f a

x a→

−
= =

−
.  

  

 משפט רול •

)תהי  )f x  רציפה בקטע הסגור[ ],a b , וגזירה בקטע הפתוח( ),a b.  

)אם  ) ( )f a f b= , אזי קיימת נקודה( ),c a b∈ כך ש -( )' 0f c =.  

  

 :הוכחה -

)נתון כי  )f x ולכן ממשפט ויירשטראס נובע שהיא מקבלת בו מקסימום , ררציפה בקטע סגו

]  -כלומר . ומינימום ] [ ] ( ) ( ) ( )
1 2

1 2, , ,x x a b x a b
f x f x f x∈ ∈∃ ∀ ≤ ≤.  

  –נדון בשני מקרים 

אם 
1 2
,x x אז מהנתון , הם נקודות הקצה של התחום( ) ( )f a f b=  נובע כי מדובר

  .שנגזרתה מתאפסת לכל נקודה בקטע, בפונקציה קבועה בקטע

אם 
1 2
,x x  אחת מהן לא תהיה קצה של התחוםמספיק ש(נקודות הקצה של התחום אינן( ,

]אז הן נקודות קיצון מקומיות לפי הגדרה ופנימיות לקטע  ],a b ,נובע כי  ולכן ממשפט פרמה

( )1' 0f x = ,( )2' 0f x =.  
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 'משפט הערך הממוצע של לגרנז •

)תהי  )f x  רציפה בקטע הסגור[ ],a b , וגזירה בקטע הפתוח( ),a b.  

)אזי קיים  ),c a b∈ כך ש-
( ) ( ) ( )'

f b f a
f c

b a

−
=

−
.  

  

 :הוכחה -

)  -נגדיר את הפונקציה הבאה  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f b f a

x f x x a f a
b a

ϕ
− 

= − ⋅ − + − 
.  

)הפונקציה  )xϕ מקיימת את תנאי משפט רול:  

  .והיא גזירה לפי אריתמטיקה של נגזרות, היא רציפה לפי אריתמטיקה של רציפות

)כן נשים לב כי - כמו ) 0aϕ )וכי  = ) 0bϕ =.  

)לכן לפי משפט רול קיימת נקודה  ),c a b∈ כך ש -( )' 0cϕ =.  

) - נשים לב כי מתקיים  ) ( ) ( ) ( )
' '

f b f a
x f x

b a
ϕ

−
= −

−
שבחרנו  cעבור הנקודה אם ולכן , 

) מתקיים, לפי משפט רול )' 0cϕ )  נסיק, = ) ( ) ( )
'

f b f a
f c

b a

−
=

−
  .כמבוקש, 

  

 :מסקנה -

)אם הנגזרת של  )f x בקטע  0- קבועה ושווה לI ,אזי הפונקציה קבועה בקטע.  

)אם הנגזרת של  )f x חיובית ב -I , אז( )f x עולה במובן החזק בקטע.  

  .וכן באופן אנלוגי עבור נגזרת שלילית

  

  

 :נימוק -

)כי  נניח )' 0f x a,נובע שלכל  ' ממשפט לגראנז. בקטע = b I∈  קיים( ),c a b∈ ,כך ש-

( ) ( ) ( )
'

f b f a
f c

b a

−
=

−
)מהנתון נובע כי   . )' 0f c )ומכך נובע מיד כי , = ) ( )f b f a=.  
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 משפט הערך הממוצע של קושי •

)יהיו  )f x,( )g x  פונקציות רציפות בקטע הסגור[ ],a b , וגזירות בקטע הפתוח( ),a b.  

)נניח גם כי  )' 0g x   .בקטע ≠

)אזי קיים  ),c a b∈ ,כך ש - 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

'

f a f b f c

g a g b g c

−
=

−
.  

  

 :הוכחה -

)מההנחה , ראשית )' 0g x ) כי' ממשפט הערך הממוצע של לגראנז נובע ≠ )g x  אינה

) ולכן בהכרח, קבועה ) ( ) 0g a g b− ≠.  

  –נגדיר את הפונקציה הבאה ', בדומה להוכחת משפט לגראנז

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
f b f a

x f x g x g a f a
g b g a

ϕ
 −

= − ⋅ − + 
− 

 

וכן מתקיים כי , זו פונקציה רציפה וגזירה לפי כללי האריתמטיקה של רציפות וגזירות

( ) 0aϕ = ,( ) 0bϕ )לכן ממשפט רול נובע שקיים . = ),c a b∈ ,כך ש-( )' 0cϕ =.  

)  נשים לב כי ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )' ' '
f b f a

x f x g x
g b g a

ϕ
−

= − ⋅
−

  –ולכן נסיק כי , 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

' ' 0
'

f b f a f b f a f x
f x g x

g b g a g b g a g x

− −
− ⋅ = ⇒ =

− −
  

    

  .הוא מקרה פרטי של משפט קושי' משפט לגראנז: הערה

)ניתן להציב במשפט קושי את הפונקציה    )g x x= ,ולקבל את משפט לגראנז'.  

  

 פונקציית הנגזרתשל  תכונת ערך הביניים •

  .אולם ההיפך לא נכון, את תכונת ערך הבינייםציפות גוררת במשפט ערך הביניים הוכחנו שר

  .אינן רציפותאך , שמקיימות את תכונת ערך הבינייםקיימות פונקציות 
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)    -נגדיר את הפונקציה הבאה : דוגמה )
2 1

sin 0

0 0

x x
f x x

x

   ≠  =  
 =

  

2כי מתקיים  , 0-קל לראות שהפונקציה רציפה ב

0

1
lim sin 0
x

x
x→

  = 
 

וכן קל לבדוק , 

   :0שהפונקציה גזירה בכל נקודה כולל 

2

0 0

1
sin 0

1
lim lim sin 0

0x x

x
x

x
x x→ →

  −     = = −  
.  

  :ונשתמש בכלל המכפלה ובכלל השרשרת, נתבונן בפונקציית הנגזרת

( ) 2 2

2

1 1 1 1 1 1
' sin ' 2 sin cos 2 sin cosf x x x x x

x x x x x x

  −         = = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ −          
          

   

המידע שיש בידינו שפונקציה זו היא נגזרת של  ,ולמרות זאת, 0-פונקציה זו אינה רציפה ב

כפי שנוכיח , כי היא מקיימת את תכונת ערך הביניים מספיק כדי להסיק, פונקציה אחרת

  .במשפט הבא

  

 )תכונת ערך הביניים לנגזרות( משפט דארבו •

 

)תהי  )f x  גזירה בקטע[ ],a b ,צדדיות -ונניח שקיימות הנגזרות החד( )'f a+ ,( )'f b−.  

)- כך ש, �∋sיהי  ) ( )' 'f a s f b+ −< < )אזי קיים , )בלי הגבלת הכלליות(   )0 ,x a b∈ , כך

) - ש )0'f x s=.  

  

 :הוכחה -

)  - נגדיר פונקציית עזר  ) ( )x f x s xϕ = − ) -כך ש, ⋅ ) ( )' 'x f x sϕ = −.  

)נתון כי  ) ( )' 'f a s f b+ −< <     -נוכל להסיק ולכן ,  
( ) ( )
( ) ( )

' ' 0

' ' 0

a f a s

b f b s

ϕ

ϕ
+ +

− −

= − <

= − >
  

)הפונקציה  aמשמע בסביבה ימנית של  )xϕ ולכן קיים , יורדת*
a כך ש-( ) ( )*

a aϕ ϕ>.  

)הפונקציה  bבסביבה שמאלית של  וכן )xϕ ולכן קיים , עולה*
b כך ש-( ) ( )*

b bϕ ϕ>.  

  

  –נדון בשני מקרים 

)אם   .א ) ( )a bϕ ϕ= , ממשפט רול נובע שקיים ( )0 ,x a b∈ כך ש -( )0' 0xϕ =. 

)ולכן  ) ( ) ( )0 0 0' ' 0 'x f x s f x sϕ = − = ⇒  .כמבוקש, =

)אם   .ב ) ( )a bϕ ϕ≠ , נניח בלי הגבלת הכלליות כי( ) ( )a bϕ ϕ<. 

)מהנתון כי  )f x  גזירה בקטע הסגור[ ],a b  נובע שגם( )xϕ  גזירה בו ולכן היא גם

  .רציפה בו
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עבור , ממשפט המקסימום של ויירשטראס נובע כי היא מקבלת בקטע מינימום
0

x 

  .כלשהי

)נשים לב כי  ) ( ) ( )*
a a bϕ ϕ ϕ< ולכן  , >

( ) ( )
( ) ( )

0

0

x b

x a

ϕ ϕ

ϕ ϕ

≠

≠
.  

) משפט פרמה נובע כי בנקודת קיצון פנימיתמ )0' 0xϕ ולכן , =

( ) ( ) ( )0 0 0' ' 0 'x f x s f x sϕ = − = ⇒   .כמבוקש, =

  

)דרך נוספת להוכיח את המשפט עבור האפשרות  ) ( )a bϕ ϕ≠ , היא להתבונן בקטע

a,*גור הס b  .  

)נשים לב כי  ) ( )*,a a bϕ )- ובגלל ש, ∋ )xϕ נסיק ממשפט ערך הביניים , רציפה

)שקיימת נקודה  )*,c a b∈ ,כך ש-( ) ( )c aϕ ϕ=.  

]נפעיל את משפט רול לקטע  ],a c , ונקבל שקיים( )0 ,x a c∈ ,כך ש -( )0' 0xϕ =.  

)- נשים לב כי מכיוון ש )*,c a b∈ , אז( ) ( ), ,a c a b⊂ , ולכן( )0 ,x a b∈.  

)נסיק כי   ) ( ) ( )0 0 0' ' 0 'x f x s f x sϕ = − = ⇒   .כמבוקש, =

  

 :מסקנה -

ראינו שפונקציות נגזרת הן פונקציות שמקיימות את תכונת ערך הביניים אבל במשפט דארבו 

  .אינן רציפות בהכרח

-בהכרח סובלות מאי, פונקציות שמקיימות את תכונת ערך הביניים ואינן רציפות, עם זאת

  .רציפות מסוג שני

שקיים ערך ניתן למצוא שני ערכים , רציפות מסוג ראשון-רציפות סליקה ובאי- נשים לב כי באי

  .בניגוד לתכונת ערך הביניים, שהפונקציה לא מקבלתביניהם 

  

, רציפות סליקה או מסוג ראשון- אינקודת כל פונקציה שיש לה : צידה השני של מסקנה זו

  .אין לה פונקציה קדומה: במילים אחרות. בהכרח אינה נגזרת של פונקציה אחרת

  

  

  

 נגזרת של פונקציה מעריכית •

  

)הפונקציה  תהי ) x
f x a= ,0a >.  

 - א את הפונקציה באופן הבא נשים לב כי ניתן לבט
( )ln ln

xax x a
a e e= =.  

)    - לכן נסיק לפי כלל השרשרת  ) ( )ln ln' ' ln lnx x a x a x
a e e a a a= = ⋅ = ⋅.  

aנשים לב שעבור המקרה הפרטי  e= , נקבל( ) ' lnx x x
e e e e= ⋅ =. 
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 נגזרת של משתנה בחזקה ממשית •

  

)כמסקנה מהנוסחה האחרונה נובע כי עבור פונקציה מהצורה  )f x x
α= ,α ∈� ,0x > ,

 - מתקיימת הנוסחה הבאה 

( ) ( ) ( )ln ln ln 11 1
' ' '

x x x
x e e e x x

x x

α
α α α α αα α α − = = = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = 

 
.  

 ).גם למעריכים ממשיים, הנוסחה עבור פולינומים שבהם המעריכים טבעייםזו הרחבה של (

  

  

 נגזרת של פונקציה בחזקת פונקציה •

  

)תהי  ) ( ) ( )g x
h x f x= ,( ) 0f x )וכן הפונקציות , > )f x,( )g x גזירות.  

  :ונשתמש בכלל המכפלה ובכלל השרשרת, נפתח נוסחה לנגזרת

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

ln ln

ln

' ' ' '

1
' ln '

'
' ln

g x
f xg x g x f x

g x f x

g x

h x f x e e

e g x f x g x f x
f x

f x
f x g x f x g x

f x

 
= = = = 

 

 
= ⋅ + ⋅ ⋅ = 

 

 
= ⋅ + ⋅ 

 

  

  

  

 רשימת נגזרות של פונקציות טריגונומטריות •

  

:  ההוכחות נסמכות על שוויון שיוכח בקורס הבא
sin

sin tan
cos

x
x x x

x
≤ ≤ = ,0x >.  

משוויון זה נובע כי 
0

sin
lim 1
x

x

x→
  –כך , 'באמצעות כלל הסנדוויץ, =

0 0 0

sin cos 1 1 sin cos sin sin
sin

cos sin sin sin sin

sin sin sin
cos 1 lim cos lim 1 1 lim 1

x x x

x x x x x x
x x

x x x x x x x

x x x
x x

x x x→ → →

⋅
≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒

⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
  

  

  

  

sinנגזרת של  - x 

2cosh - נשים לב לזהות הטריגונומטית הבאה  1 2sin
2

h = −  
 

.  
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( ) ( )

( )

0 0 0 0 0

0 0

0 0
0 0

0 0 0 0

2

0 0 0 0
0 0

sin sin sin cosh cos sinh sin
sin ' lim lim

sin cosh 1 cos sinh cosh 1
lim lim sin lim limcos

2sin
cosh 1 2

sin lim cos sin lim cos

1
sin

2

h h

h h h h

h h

x h x x x x
x

h h

x x
x x

h h h

h

x x x x
h h

x

→ →

→ → → →

→ →

+ − ⋅ + −
= = =

− −
= + = ⋅ + =

 −  −  = ⋅ + = ⋅ + =

= − ⋅

( )

2

0 0
0

0 0 0 0
0

sin
2

lim cos

2

1
sin 1 limsinh cos 0 cos cos

2

h

h

h

x
h

x x x x

→

→

 
 
 ⋅ + =

−

= − ⋅ ⋅ − ⋅ + = + =

  

 

cosנגזרת של  - x 

cosנשים לב לזהות  sin
2

x x
π = + 

 
 –נסיק מכך . 

( ) ( )cos ' sin ' cos sin sin
2 2

x x x x x
π π

π
    = + = + = + = −    

    
  

  

tanנגזרת של  - x 

- מכיוון ש
sin

tan
cos

x
x

x
)קל לחשב לפי כלל המנה שמתקיים , = )

( )2

1
tan '

cos
x

x
= 

  

 

arcsinנגזרת של  - x 

היא  נגזרת של פונקציה הופכיתנשתמש במשפט שהוכחנו כי 
( )
1

'f x
.  

sinנגדיר  arcsinx y y x= ⇔ ) -ונקבל כי , = )
( )

1 1
arcsin '

sin ' cos
x

x x
= =.  

  .yולכן נרצה לקבל את הנגזרת במונחי , y-כ arcsinהגדרנו את תחום הפונקציה 

2נשים לב כי  2 2
sin 1 1 sin 1 cosy x y x y x= ⇒ − = − ⇒ −   –ולכן , =

( )
2

1 1
arcsin '

cos 1
x

x y
= =

−
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arctanנגזרת של  - x 

נשתמש במשפט שהוכחנו כי נגזרת של פונקציה הופכית היא 
( )
1

'f x
.  

tanנגדיר  arctanx y y x= ⇔  -ונקבל כי , =

( )
( )

( )2

2

1 1
arctan ' cos

1tan '

cos

x x
x

x

= = =. 

 .yולכן נרצה לקבל את הנגזרת במונחי , y-כ arctanהגדרנו את תחום הפונקציה 

נשים לב כי 

2 2
2 2 2

2 2

2 2

2 2

sin cos
tan 1 tan 1 1

cos cos

1 1
1 cos

cos 1

x x
y x y x y

x x

y x
x y

= ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒

⇒ + = ⇒ =
+

 

)  –ולכן  ) ( )2

2

1
arctan ' cos

1
x x

y
= =

+
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



118 

 

 רולייט ימונילופ – 6 יחידה

  

 nפונקציה אפסית מסדר  •

  :אפסית מסדר ראשוןנשתמש בהגדרה שהוכחנו כי היא שקולה להגדרה של פונקציה 

)תהי  )u x  וכן , 0פונקציה המוגדרת בסביבת( )0 0u =.  

)נאמר כי  )u x אם מתקיים  , פונקציה אפסית מסדר ראשון
( )

0
lim 0
x

u x

x→
=.  

)באותו אופן נאמר כי  )u x   פונקציה אפסית מסדרn , אם מתקיים
( )

0
lim 0

nx

u x

x→
=.  

  

  

 קירוב באמצעות פולינומים •

)תהי  )f x  פונקציה המוגדרת בסביבתh  0שלx.  

)נרצה לחשב בקירוב את ערך הפונקציה עבור  )0 0,x x h x h∈ −   .באמצעות פולינום, +

)למצוא פולינום שייתן לנו את הערך של  נרצה כלומר )f x  עבור( )0 0,x x h x h∈ − + ,

  כאשר

  .השגיאה לא גדולה מידי

)- נסמן ב )np h  את פולינום הקירוב מסדרn ,ונסמן ב -( )n hα  פונקציה אפסית מסדרn.  

נדרוש שיתקיים עבור פולינום הקירוב השוויון , כדי לדאוג שהשגיאה לא תהיה גדולה מידי

  –הבא 

( ) ( ) ( )n n
f x p h hα= +  

שגיאה שניתנת  כדי- עד, יהיה שווה לפולינום הקירוב xערך הפונקציה בנקודה רוש שנד, כלומר

  .nלתיאור באמצעות פונקציה אפסית מסדר 

  

  

  

  

 



119 

 

 הקירוב יחידוּת •

)תהי  )f x  פונקציה המוגדרת בסביבתh  0שלx.  

)נניח כי ניתן לקרב את הפונקציה באמצעות  ) ( ) ( )n nf x p h hα= וגם באמצעות  +

( ) ( ) ( )n nf x q h hβ= )אזי , + ) ( )n np h q h=.  

)באופן מיידי נובע מטענה זו גם השוויון ( ) ( )n nh hα β=(  

  

 :הוכחה

)נתון  ) ( ) ( )n nf x p h hα= )וגם  + ) ( ) ( )n nf x q h hβ= +.  

)לכן מתקיים   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n np h h q h h p h q h h hα β β α+ = + ⇒ − = −  

ההפרש ובמקרה הנוכחי , הוכחנו כי הפרש של פונקציות אפסיות הוא פונקציה אפסית

( ) ( )n nh hβ α−  הוא פונקציה אפסית מסדרn . נסמן( ) ( ) ( )n n nh h hγ β α= −.  

)נסמן את הפולינומים  )
1

n
k

n k

k

p h a h
=

= ∑ ,( )
1

n
k

n k

k

q h b h
=

= –ונקבל  ∑

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n
k k k

n n n k k k k

k k k

h p h q h a h b h a b hγ
= = =

= − = − = −∑ ∑ ∑  

)נניח בשלילה כי  ) ( )n np h q h≠ , אזי נובע מכך שקיים לפחות אינדקס
0

k שעבורו מתקיים , אחד

0 0k ka b≠.  

לכן מצד אחד מתקיים 

( )
( ) 0

0 00

1

0 0
1

lim lim 0

n
k

k k n
k kk

k k k kk
x x

k

a b h

a b h a b
h

−=

→ →
=

−
= − = − ≠

∑
∑.  

)מצד שני  )n
hγ  פונקציה אפסית מסדרn  ולכן

( ) ( )
0

00 0
lim lim 0

n kn n

k nx x

h h
h

h h

γ γ −

→ →
= ⋅ =.  

)הראינו כי מתקיים השוויון  ) ( )
1

n
k

n k k

k

h a b xγ
=

=   .ולכן זו סתירה, ∑−
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 )n רפולינום קירוב מסדשל קיום : או(פולינום טיילור  •

)תהי  )f x  פונקציה גזירהn  פעמים בסביבתh  של
0

x.  

)    -נגדיר את הפולינום הבא  ) ( ) �
( ) ( ) ( )0

0

0 !

kn
k

n

def k

f x
p f x x x

k=

= ⋅ −∑  

כאשר 
( ) ( )0

k
f x  היא הנגזרת מסדרk  של הפונקציה( )f x  בנקודה

0
x.  

  

)לכל  :טענה )0 0,x x h x h∈ − ) מתקיים  + ) ( )( ) ( )n n
f x p f x xα= +. 

)של הפונקציה  nפולינום טיילור הוא פולינום קירוב מסדר כלומר  )f x ,מיחידות , ולפיכך

)פולינום הקירוב נובע כי פולינום טיילור הוא פולינום הקירוב היחיד של הפונקציה  )f x.  

  

 :הוכחה

מספיק להוכיח כי השגיאה שלו , nכדי להוכיח שפולינום טיילור הוא פולינום הקירוב מסדר 

  .nניתנת לביטוי כפונקציה אפסית מסדר 

)-נסמן את השגיאה ב )( )n
R f x , כלומר–  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

0 !

kn
k

n n

k

f x
R f x f x p f x f x x x

k=

= − = − ⋅ −∑  

)כי  ותנרצה להרא )( )n
R f x  היא פונקציה אפסית מסדרn  -  

( )( )
0

lim 0
n

nx

R f x

x→
=.  

  .לשם כך נוכיח את כלל לופיטל למציאת גבול

  

 כלל לופיטל •

 

)יהיו  :'טענה א - ) ( ),u x v x כך ש , 0בסביבת  פונקציות המוגדרות-( ) 0v x   .בסביבה ≠

)נניח כי  )
0

lim 0
x

u x
→

=  ,( )
0

lim 0
x

v x
→

) וכן נניח כי, = ) ( ),u x v x  כך , 0גזירות בנקודה

)שמתקיים  )' 0 0v ≠.  

  - מתקיים אזי 
( )
( )

( )
( )0

' 0
lim

' 0x

u x u

v x v→
=.  
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 :הוכחה

)נתון כי  ) ( ),u x v x  הן דיפרנציאביליות ולכן כפי שהוכחנו, 0גזירות בסביבת.  

  -מתקיים , כלומר
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 ' 0

0 ' 0

u x u u x x

v x v v x x

α

β

= + +

= + +
.  

 - נציב בביטוי הגבול 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )0 0 0 0

' 00 ' 0 ' 0 ' 0
lim lim lim lim

0 ' 0 ' 0 ' 0
' 0

x x x x

x
uu x u u x x u x x ux

xv x v v x x v x x v
v

x

α
α α

ββ β→ → → →

++ + +
= = = =

+ + +
+

  

  :'טענה ב -

)- שאת ההנחה ' נוסיף להנחות טענה א ) ( ),u x v x  0 בסביבתגזירות.  

)קיים  0 בסביבת xאזי ממשפט הערך הממוצע של קושי נובע שלכל  ) ( )0,c x x∈ ) נשים

)לב כי  )c c x=  תלוי בוהוא -x( ,כך שמתקיים השוויון   
( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )( )

'0

0 '

u c xu x u

v x v v c x

−
=

−
.  

)נזכור שנתון כי הפונקציות  ) ( ),u x v x נשתמש בנתון . גזירות ולכן הן גם רציפות

( )
0

lim 0
x

u x
→

=  ,( )
0

lim 0
x

v x
→

)ונסיק כי   = )0 0u = ,( )0 0v =.  

  נסיק כי
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )( )
( )( )

'0

0 '

u c xu x u u x

v x v v x v c x

−
= =

−
ולכן   

( )
( )

( )( )
( )( )0 0

'
lim lim

'x x

u c xu x

v x v c x→ →
=. 

)-כך ש, cשלפי בחירת נשים לב  ) ( )0,c x x∈ , 0ניתן להסיק כי אםx אז גם  →

( ) 0c x   .ולכן השוויון האחרון מתקיים, →

)כי  , נניח כעת כי גם הגבול שהתקבל אינו מוגדר )( )
0

lim ' 0
x

u c x
→

= ( )( )
0

lim ' 0
x

v c x
→

=.  

)אם ידוע כי  ) ( ),u x v x  נוכל לקבוע שוב באותו אופן כי , 0גזירות פעם נוספת בסביבת

 -מתקיים 
( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )0 0 0

' ''
lim lim lim

' ''x x x

u c x u c xu x

v x v c x v c x→ → →
= =.  

)וכך באופן כללי אם  ) ( ),u x v x  גזירותn  נסיק שמתקיים , 0פעמים בסביבת–

( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )0 0 0 0

' ''
lim lim lim ... lim

' ''

n

nx x x x

u c x u c x u c xu x

v x v c x v c x v c x→ → → →
= = = =  
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  המשך ההוכחה של פולינום טיילור •

  .nפולינום הקירוב מסדר טיילור הוא נחזור להוכחה שפולינום 

והראינו שמספיק להוכיח כי  זו כזכור ביצענו רדוקציה לטענה
( )( )

0
lim 0

n

nh

R f h

h→
=.  

)הגדרנו  )( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

0 !

kn
k

n

k

f x
R f h f x h h

k=

= + − הגבול שצריך להוכיח הוא ולכן , ∑⋅

   - הגבול הבא 
( ) ( ) ( )

( ) ( )0

0

0

0 0

!
lim lim

kn
k

n k

n nh h

f x
f x h h

R f h k

h h

=

→ →

+ − ⋅
=

∑
.  

  .ולכן יש לוודא שהפונקציות עומדות בתנאי הכלל, בכלל לופיטלנרצה להשתמש 

0hכאשר  0-ברור כי המכנה מתכנס ל כאשר  0- מתכנס ל נותר לבדוק שגם המונה. →

0h → .  

  :נשים לב כי לפי ההגדרה של פולינום טיילור מתקיים

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 02

0 0 0 0

0

''
' ...

! 2 !

k nn
k n

k

f x f x f x
f x h h f x h f x f x h h h

k n=

 
+ − ⋅ = + − + + + + 

  
∑

0hולכן כאשר    )  -מתקיים  → ) ( ) ( )0 0
0 0

lim lim 0n
h h

R h f x h f x
→ →

= + − =  .  

  .לחשב את הגבולונפעיל את הכלל כדי , אם כך הביטוי עומד בתנאי כלל לופיטל

   -כלשהו של המונה  lנבדוק את הנגזרת מסדר 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0

0 0

0

1 2 ... 1
! !

l
k kn n

lk k l

k k l

f x f x
f x h h f x h k k k k l h

k k

−

= =

 
+ − ⋅ = + − ⋅ − − − +  

 
∑ ∑

  

k םאנשים לב ש l<  האיבר בסיגמא מתאפס בגלל הביטוי( ) ( ) ( )1 2 ... 1k k k k l− − − +.  

kנשים לב שעבור  l> בגלל הביטוי , האיבר בסיגמא מתאפס
( ) ( )0

k
f x.  

kהביטוי היחיד שנשאר מהסיגמא הוא עבור לכן  l= -  

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0 0 0

1 2 ... 1
!

!
!

kn
l k l

n

k l

l

l l l

f x
R f h f x h k k k k l h

k

f x
f x h l f x h f x

l

−

=

= + − ⋅ − − − + =

= + − ⋅ = + −

∑
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1n-כעת נשתמש בכלל לופיטל עד הנגזרת ה   –נסיק ו, −

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

0

0

0

10 0

1

1 0

0

0

10

1

1 0 0

0

0

1 1

0 0 0

0

!
lim lim

!
lim

!

1 ! !
1 ! !

lim
!

lim
!

n
kn

k

kn

n nh h n

n
kn

n k

k

n nh

n n

n

h

n n n

h

f x
f x h h

kR f h

h h

f x
f x h h

k

n h

f x f x
f x h n n h

n n

n h

f x h f x f x h

n h

−

=

−→ →

−

−

=

− −→

−
−

→

− −

→

 
+ − ⋅  

 = =

 
+ − ⋅  

 = =

 
+ − ⋅ − + ⋅  − = =

+ − +
=

∑

∑
.  

1nשלאחר י נובע מכך השוויון השנ: נימוק[ חוץ  יםבסיגמא מתאפסכל האיברים , גזירות −

  .]משניים

)כעת נשתמש בעובדה שהפונקציה  )1n
f

−
)כי ידוע שקיימת , גזירה מסדר ראשון  )n

f , ולכן

 -כלומר . היא דיפרנציאבילית
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0

n n n
f x h f x f x h hβ− −+ = + +.  

  –ונסיק , נציב בביטוי האחרון שקיבלנו

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

0 0 0

0 0

1 1

0 0 0 0

0

0 0

lim lim
!

lim
!

1 1
lim lim 0 0

! ! !

n n n

n

nh h

n n n n

h

h h

R f h f x h f x f x h

h n h

f x f x h h f x f x h

n h

h h

n h n h n

β

β β

− −

→ →

− −

→

→ →

+ − −
= =

+ + − −
= =

= = = ⋅ =

  

  כמבוקש
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 'הערכת השגיאה בצורת לגראנז •

 

)תהי  )f x  1מוגדרת וגזירהn   .0xפעמים בסביבת (!)  +

  –אזי ניתן לאמוד את גודל השגיאה באופן הבא 

           ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 *

0 1

0 0 0 ,
1 !

n

n

n n

f x h
R f x h f x h p f x h h

n

+

+
+

+ = + − =
+

,     ( )*
0,h h∈  

  

 :הוכחה -

)נשים לב כי מתקיים  )( )0 0nR f x   ).0השגיאה היא , ברור שבערך הפונקציה הידוע( =

  -ולכן 
( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 0

1 1 10

n n n

n n n

R f x h R f x h R f x

h h
+ + +

+ + −
=

−
.  

)נשתמש במשפט הערך הממוצע של קושי ונסיק שקיים  )1 00,c x h∈   -כך ש, +

( )( ) ( )( )
( )

0 0 1

1

1

'

1

n n

n n

R f x h R f x c

h n c+

+ +
=

+
.  

)ונקבל שקיים , נשתמש שוב במשפט הערך הממוצע של קושי )2 0 10,c x c∈   - כך ש, +

( )( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

0 0 1 0 2

1 1

1 2

' ''

1 1

n n n

n n n

R f x h R f x c R f x c

h n c n n c+ −

+ + +
= =

+ +
  

1nנחזור על התהליך    –ונקבל כי , פעמים +

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 1 0 2

1 1

1 2

1 1

0

' ''
...

1 1

...
1 ! 1 !

n n n

n n n

n n

n n n

R f x h R f x c R f x c

h n c n n c

R f x c f c

n n

+ −

+ +

+ + +
= = = =

+ +

+
= = =

+ +

  

ולכן הוא מתאפס , nהשוויון האחרון נובע מכך שפולינום טיילור הוא פולינום ממעלה : נימוק[

1nלאחר    .]גזירות +

1n- נכפיל בחזרה ב
h

  .'ונקבל את הערכת השגיאה לפי לגראנז, +
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 כת השגיאה בצורת קושיהער •

 

)תהי  )f x  1מוגדרת וגזירהn   .0xפעמים בסביבת (!)  +

  –אזי ניתן לאמוד את גודל השגיאה באופן הבא 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0 0,
!

n
n

n n

f c
R h f x h p f x h x c x x

n

+

= + − = − − ,( )0,c x x∈  

 

 :הוכחה -

0sשנסמן , נתבונן בפולינום טיילור כפונקציה של שני משתנים x= ,t x=.  

)  - כלומר  )
( ) ( ) ( )

0

,
!

kn
k

n

k

f s
p s t t s

k=

= −∑.  

)  -  נגדיר פונקציה חדשה ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

,
!

kn
k

n

k

f s
s R t s f t t s

k
ϕ

=

= = − כאשר עבורה , ∑−

t x= ומתייחסים אליו כאל קבוע ,כלשהו.  

  –נובע כי מתקיים ' ממשפט הערך הממוצע של לגראנז

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

' '
t s x x

c c
t s x x

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

− −
= ⇔ =

− −
)עבור ,  ) ( )0, ,c t s c x x∈ ⇔ ∈  

)נחשב את הנגזרת של  )sϕ -  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

' ' '
! !

k kn n
k k

k k

f s f s
s f t t s t s

k k
ϕ

= =

   
= − − = −      

   
∑ ∑ 

): נימוק[ )f t נעלם בגזירה כי אנו מתייחסים ל-t כאל קבוע[.  

  –נחשב את הנגזרת איבר איבר 

0kעבור  = )מתקיים    ) ( )' 's f sϕ = 

1עבור  k n≤ ≤ -נשתמש בכלל המכפלה ונקבל    

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1
'

! ! !

k k k
k k kf s f s f s

t s t s k t s
k k k

+
− 

− = − − −  
 

  

ולכן כל , איבר מצמצם את הבא אחריו ,בכל אחד מההפרשיםנשים לב כי מתקבל טור ש

  .האחרון הפרשהחלק הראשון של ההאיברים מצטמצמים למעט 
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)לכן נקבל כי הנגזרת של  )sϕ  היא–   ( )
( ) ( ) ( )

1

'
!

n
nf s

s x s
n

ϕ
+

= −.  

)נסיק כי בפרט עבור הנקודה  )0,c x x∈ ,  מתקיים כי( )
( ) ( ) ( )

1

'
!

n
nf c

c x c
n

ϕ
+

= −.  

  

ונקבל  ' נשווה לתוצאה ממשפט לגראנז

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0

0 0

0

1

0 0

0

! !

!

n n
n n

n
n

n n

x x f c f c
x c x x x c x x

x x n n

f c
R h R x x c x x

n

ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ +

+

=

−
= − ⇒ − = − − ⇒

−

⇒ − = − −
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